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Introduction

Le probUme dle filtrage consiste estimer ~.chaque instant t, tine foniction-
nelle p(Xt) d'un processus non observ6 {Xt; t > 0} au vui des r6alisations
jusqu' l'instant t du processus observ6 {Y ; t > 0}, L'estimateur optimal au
sens de la moyenne quadratique 6tant Pesp~rance conditionnelle E(W(X jI)
avec Y, la tribti des observations Jusqu't 1'instant t, on cherche donc car-
act6ri,-,r la Ioi conditionnelle de X.- sachant Yj.

,,our tin syst~me Iin~aire gaussiexi, il est bien connu que la loi condition-
nethc est gaussienne et que sa moyenne et sa variance sont respect ivemrent
soin ion d'une 6quation diff~rentielle stochastique lin~aire et d'une 6quationl
de Ri:-cati. Ce filtre a &6* propos6 dans les ann~es so ,ixantes par R.E. Kalman
et R.S.. Bucy [16]. Pour les besoins des applications pratiques, !a th~orn~ Ju
filtrage lin~aire a &6 6tendue sans justification math6matique rigourcu ,e aux
syst~mes non lin6aires et le. filtre de Kalman 6tendu (cf.( 141) est I'algorithme
Ie, plus fr6quemment utilis6 par les inglnietirs notarrnment dans Ie domaine
de I'a&ospatiale. Cependant, ses r~sultats peuvent 6tre tr~s mauvais. Danis
[331, on trouve des exemples ofi le filtre de Kalman e'tendu est ineficace.

Dans Ie domaine thi~rique, des 6quations aux d~riv~es partielles stochas-
tiques de'rivant l'volution de la loi conditionnelle et de sa version non
normalis~e lorsqu'elle existe, ont kt6 d6veiopp6es par de nomrbreux auiteiirs
(cf.[20], [381, [111, [23]). Mais en g 'n~raI, la r~solution num6rique de ces
equations pose de grosses difficult6s, particuli~reinent potur les syst~mes de
grandes dimensions. D'autre part, des travaux r~cents (voir par excmplc
[4], (27]) ont mis en 6vidence qu'il y a tr~s peti de situations oil la Iol condli-
tionnnelle petit 6tre caract~rise'e pal' tin nombre fini de statistiqzes r&,ursives.
Donc, il est int6ressant d'obtenir des filtres approch6s de dimension finiV.
facilement calculables et d'6tudier des situations pour lesquelles Ie prolbcie
de filtrage non Iin6aire petit ktre rk. olti asymptotiquemyent.



Ces derni~res ann6es, les probl'ixies asymptotiques lorsque. lo bruit d'ob-
serv~kticn tend( vers z~ro ont suscit6 beaucoup d'int&rt. Lorsque la fonction
d'observat.on est injective, sous certaines hypotheses de r~gularit6, il a &
montr6 que la variance conditionnelle est asymptotiquement nulle et plusiours
filtres approchi6s ont &t6 propos6s (cf. [18], [30]-[321, [2], [15]). Dans ce
contexto, J. Picard dans [31] et D, Ji dans [151, ont prouv6 que le filtre de
Kalman 6tendu 6t7-it eficace. Ceci no sera plus le cas dans les situations quo
nous notis proposons d'6tudier.

Dans cette these, nous nous int~ressons des problmes de filtrage "lin6-
aire par morceaux" avec petit lbruit d'observation dans le cas oii ]a foniction
d'observation est non injoctive. Notre e~tude s'inscrit dans le cadre g~n~ral o6i
le processus estirnor f{Xj t > 0} 1 . valeurs dans JR' est Line diffusion dont
le coefficient do d6rive est wrntiiin et lin6aire par rnorceaux et le coefficiett
do diffusion est constant par morceaux. On observe le processus {Y ; t > 01
at valeurs dans IRd, d6firi par

Y, h(X)ds + eW,

ofi lafonction d'observation h est continue et lin~aire par morceaux, {W,; t >
0) est un procossus do Wiene- non n~cessairement ind~pendant du signal et E
ost un pararn~tre suppos6 petit. Si notis (lesignons par {Q}),=13 Ia partition
poly~drale do tIR sur laquelle e,&. d~fini le probl~rne lineaire par morceaux, a
chaque Oil on pout associer ).n probbierne !in~iaire (P',) avec condition initiale
non gaussionne.

En expf!oitant le fait quo l'obser, ation est faiblemen. brtiit6e et la linkarit6,
locale des syst~mes consid6r6s, sous certaines "hypotli ses de d~tectabilit6",
nous proposons des filtres sous-optimaux farl'ernent calculablc3 et nous ob-
tenons des r~sultats asymptotiques lorscque c tend vers z~ro. Notis travaillonis
sur un intervalle de temps [0, Tj fix( et (1e mai cre giin~ale. nos estimations
no sont pas uniforme en t.

Dans le ca~s d'un processus clY6tat Lin iminsionel atvec tin coefficient (de
diffusion constant et sous I 'hypot hose d 'i ndlpendarlce (les b)ruits d 6vol utioni
ot d'observation, W.ll. Fleming, I). .Ji et E. P1ardoux ont montr-6 dans [7] quo
sous une certaino Thiypoth~se de (loectabilite' quo n-us notorons (l1I), onl
pout construire tin filtre approche de dimension firio qju utilise line battorie
de I filtres de IKalmian-Blucy et tine procidure de dotix tests statistiquos.
Un premier test perinet de ditertr los intervalles de teirps u:,r lesquels tine



traj -ctoire t --* Xj prend ses valeurs loi-. des points critiques de la fonction
h et sur ces intervalles, itn second test permet de decider lequel des I fitres
de Kalman-IBucy suivre.

Cet algorithme repose sur I'id~e siiivane: durant les intervalles de temps
stit lesque~s une trajectoire t --+ Xt prend ses valcurs loin des points critiques,
si la variance conditionnelle est petite, la densit6 .1 la Ioi conditionnelil-
n'a qu'un seul pic significazif et elle s'approche d'une densit6 gaussienne.
L'hypoth, se (HDI) est une condition suffisante pouT jue cette situation
soit v~rifl&e. Nous remarquons que cette hypoth~se n'intervient pas danh
la d~tect ion des intervalles de monotonie de la fonction h. Dants [9], tine
approche similaire a k6 d~velopp*> par W.H. Fleming et E. Pardoux dans
lcas d'unr fonction d'observation monotone par morceaux. CGtte id~e de

base constitu- 'e point de depart de notre travail.

Cette th~se se compose de trois chapitres qui peuvent. 6tre lus indepen-
damment,

Dans le chapitre 1, on traite le cas dim X = dim Y > 1. Notre motivation
principale est de consid6rer orsque l'hypothe-se (HDl) n'est pas v6rifi6e-, tine
autre situation oii ]a variance conditionnelle est faible. On~ 6tudie en d6tail
le cas I=2, SL.as des hypothescs dites du type. (2), nous proposons le memc,
type d'approximationl du filtre, optimal que dans f7]. Sur les intervalles de
hn~ai4 de la fonction h, les tests statistiques permettant de d6cide-, sur quel
poly~dre de la partition la trajectoire t -- Xt prend ses valeurs, sont de Ia

forme rappoit de vraisemblance. Ils sont cconstruics l'aide dui th6or~me de
G irsanov.

D'autre part, nous 6tendons les travaux de W.H, Fleming, D. Ji et E.
Pardoux (7] a une equation de dynamnique linea~rc par morceaux plus g~n~ralc
et dans le cas dim X =dim Y > 1. Ccci nous conduira introduire des
hypotheses dites du type (1) incluant (HD1). La principale difficuJ'6 de
cette extension r6side dans le fait que le roefficieint de diffusion nWest pl:b
svppos6 constant mais cons I ant par morceaux. Nous ne pouvons plus par
ur. simple changement de probabAite. 6rire lc probP'9me de d~part sot.,, forme
lin~aire. Nous devons introduire un processus d'6tat infermi-diaire avcC till
coefficient ee diffusion cons~ant.

Les erreurs d'approxima;;on du filtre. optimal sont .-tim~es. La diff~rence
majetire entre Ics deux types de situation. 6tudi&es est que lorsque C tend
vers zero, sous les hypotheses du type (1), les Pr~babilit~s d'errc-ur d(- tess
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convergent vers zero tandis quc sous les liypoth~ses du type (2), ellks con-
vergent vers une quantit6 d~penddnte de la longueur de l'intervalle de temps
sur lequei est prise une decision. Dans le second cas, les tests ne d~cident
correctement que sur des intervalles de temps suffisament longs.

Les r~sultats obtenus ont 6 6tendus au cas I > 2 en supposant le co-
efficient de diffusion constant. Par sa construction, le test de detection des
passages de t --* Xt par les fronti~res des poly~dres 0, devient tr~s p-6naisb nt
&~s que 1 est grand. Dants ce cas, ces proc6dures ne sont int~ressantes que
Iorsque les valeurs prises par la foniction h a'itonisent le dkcoupage de leurs
domaines d'application.

Ceci constitue une limitation i I'utilisation de nos r~sultats pour la con-
struction de filtres sous-optimaux pour un probkme de filtrage non li'i6aire
quelconque en approchant les coefficients par des fonctions line'aires par
morceaux. Par ailleurs, nos r~sultats peuvent s'adapter a des probkmes de
filtrage non iin~aire avec tine foniction d'observation injective par morceaux

(cfj[9])

Dants le chapitre 1I, les algorithmes pr~sent~s dans le chapitre pr&&lent
ont 6 mis en ceuvre dans le cas particulier ohi I = 2, dim X =dim Y =I (A
en supposant le bruit d'observation ind~pendant du signal. Nous adaptoris
notre 6tude en temps continu au temps discret. Ce travail a 6 fait en1
Collaboration avec P. Milbeiro de Oliveira.

En dimension un, les deux types de situations conisid&6es se r~sumeiit .

deux hypothescs (If Dl) et (11D2). Nous nous int~ressons pricipalement a
la situation oil (11D2) est v~rifi6e, la (liscretisation (fit probkme sous (IIDI)
avant. 0.ja 6 trait6e dans [8]. Les formules explicites permettant de cal-
culer Ics 'bornes des diff~rents tests ainsi que les temps moycris d'attente
pour prendre une d6cision sont justifi~es par un raisonnement hetiristique en
approchant corime dans [8], certains processus discrets par des (diffusions.

Notis 6tudions stir divers exemple-s le comportement des filtres l)r0pose5

par ra.)pDort ceux du processus estliner et dti filtre optimal obtenu de
fa~on approch6e par rgsolution (Ie lequation de Zakai discr~tis6e (cf. ~2)
Nous comparons les (liffe-rentes proceidures perinettant (lobtenir ces filtres
approch~s et 6tudions l'influence (Ie certains pararni.tres dui syst~irie stir
leurs performances. On verlie notarnment 'Iuc Ics temps nioyens d'attente
thtoriques et em,-piriques pot L- prendre une di~cision sont pluis grands sous
l'h ypot It ise I(H D2) q ua sotis (IH D I )
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Dans le chapitre M1, nous abordons le cas dim X > dim Y' en 6tudiant
une classe particulif re de probl~mes. Pans cc contexte, pour adapter 'es
id~es d~veiopp~es pr&6demment, nous devons trouver des situations pour
lesquelles la variance conditionnelle est petite scion les directions de de'coupage
de la partition.

Dans le probkme Iin~aire partiellerr 'ant observ6 avec petit bruit d'obser,
vation, S.S. Sachs montre dans [34] qu'uniquement les composantes directe-
ment mesur~es du process s d'6tat ont une variance conditionnelle asympto-
tiquement nulle Iorsque - tend vers 7zero. Dans notre optique, ne sont donc
int~ressants que Ics probkmes oii les composantes de X, correspondantes
aux directions de d~coupage sont directement mesur~es dans les probl~mes
Iin~aires (P,) associks i la partition.

Dans ic cas trait6, on suppose dim X = 2, dim Y = 1, 1 = 2 et rc'
prend pour direction de d~coupage le vecteur (1,0)' E JR2 , Le processus de
diffusion {(X1(t), X 2(t)); t '- 0) estimer, a un coefficient de d6rive lincaire
par morceaux et un coefficient de diffusicn constant. 11 est observ6 par tin
processus unidimensionnel faiblemen-t bruit6 d~fini par

Yt= j0 h I(XI (s))ds + e Wt,

chi la foniction hl est suppose non injective et le processus de XWie.!.er f 11", ; t_
0} ind~pendant du signal. La non Iin~arit6 du syst~me &~pen,, uniquemnent
de la comiposante du~ processus d'k~at pouivant tre estinie de faqon precise.

L'algorithme d~rit dans ie chapitr*' I sous l'hypoth~se- (l1I ), perm-et
de )proposer sur I'inter-va-AP~ 'e tenmps [0,T.. un filtre approche' X1(t) pour
la composante X,(t) K~ n'en est pas de rnme pour X 2(t). Dans Ie cas
Iin~ar.e. la composante dui filtr'- de Kalrnan-IBucy qui 1wi correspond nest
pas a m~moire courte" comme (lans Ie chapitre 1, I'estimction de X 2 (0)

n&essite la connaissance de toute i'histoi-e de I'observation jusqu'a' IinlAant
t. En s'inspirant dlu cas c = 0 et du fait que sous les hypoth~ses 6tnises, la
Ioi conditi, ;-eC1e 4e X2(0) sachant a'(XI(s); 0 < s < t) cst gaussienne. on
coi truit -.rir de XI(t) uin filtre approchi- pour !a composantc X 2 (0).

Lorsque 0, on montre quc I'erreur d'approxiination ]e Xl(t) est
amyt.aptot iq iiieit nulle et. que ceile deC X 2 (0) eSt asyrnptotiqicmecit optirnale
au sens oii cie converge vers 1'erretir (Ie filf ige !,j processus {X (t); t > 0'
observ6 par {X (I);- t > 01.

'rout 'Al long dIe cc travijil, i'hypoth~se d'un grand rapport signal/bruit
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est fondarnentale. Lorsque cette hypoth~se n'est pas v~rifi~e, une approche
diff~rente du probI~me s'impose. Nous signalons que C. Savona a propose
dans [351, un a'atre type d'algorithme pour obtenir des filtres sous-optimaux
en discr6tisant le temps et en exploitant le caract~re lin6aire par morceaux
des coefficients dans le cas dim X dim Y.
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R~sum6

On consid~re un probli~me de filtrage lin~aire par morceaux avec petit bruit
d'observation dans le cas o6i la fonction d'observation est non injective. Dans
deux types de situations diffrentes, on construit un filtre approch6 de dimen-
sion finie, i partir de plusieurs filtres de Kalman-Bucy calcul6s en paralle'1e et
d'une proc6dure de tests. Dans le premier cas t6tudi6, nos r~sultats 6tendent
ceux de Fleming, Ji, Pardoux [4) ~ une 6quation de dynamnique lin6aire par
morceaux plus g6n6rale.
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1 Inrduto
On consid6re un cas particulier du, prob1~me de filtrage non lin~aire,

le prob1~me dit lin~aire par morceaux avec petit bruit d'observation. En
g~ne'ral, le filtre optimal 6tant de dimension infinie, il est int~ressant de
1'approcher par un filtre de dimension finie et d'obtenir des r~sultats asymp-
totiques quand le bruit d'observation tend vers z~ro. C'est ce que nous nous
proposons de faire pour le problkme suivant:{ t = Xo + fob(X,)ds + f~t(X.)dU,,

Yt= fo'h(X,)ds + -Wt,

oii {Xt , t > 0) est le processus non observ6 , estimer t.l'instant t, con-
naissant les trajectoires jusqti',. l'instant t dti processus {Yt , t > 0). Les
processus {Ut, t > 0) et {Wt, t > 01 sont detix processus de Wiener non
n6cessairement ind6pendants et le param~trce Eest petit.

Nous 6tudions le cas oui les processus {Xt, t > 01 et {Yt , t > 01 sont
n-dimensionels. Nous supposons qu'il existe une partition poly~d.rale finie
de RW __' =u 10j, telle que stir chaque poly~dre 0,, les restrictions dos
applications continues b et h sont affines, et celles de l'application mestirable q7

constantes. Stir chaque poly~dre 0,, le problkme s'6crit comme tin probl~me
de filtrage lin~aire (P'i) avec condition initiale non gaussienne.

Durant tin certain intervalle de temps, si nous savons que la trajectoire
t -* Xf prend ses valeurs stir un et tin seu! poly~dre 0)j, il semble naturel
d'approcher le filtre optimal par le filtre de Kalman-Bucy (FKj) correspon-
dant au probl~me (AP). Dans le cadre de cette 6tude, le filtre (FKj) t6tant
"m6moire courte" quand e tend vers z~ro, la condition initiale est sans impor-
tance. Nous devons donc construire deux tests: P'un permettant de d6tecter
des intervalles de temps durant lesquels tine trajectoire t -- Xt prend ses -

valetirs stir tin et tin seul poly~d re 0,j, i = 1, . ,1, l'autre permettant de
determiner lequel. Ce deuxi~me type de test ne petit Utre construit que dans
les situations oii la variance de la loi conditionelle est petite tout aui momns
dans certaines directions.

Pour e petit, on petit d~duire de I'observation, tine approximation de
h(Xj). Si P'application h est injective, on obtient donc tine estimation de X'.
Les r~sultats de J. Picard [121-[14J montrent que dans ce caset sous certaines

hypotheses de r~gularit6, la variance de la loi conditionnelle-est petite et queI
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le filtre de Kalman 6tendu ',st tine "bonne" estimation. On s'int~resse
la situation oii la fonction ('obscrvation h est non injective. Dana ce cas,
la varianc-e conditionnelle pout tre grande et nous n'obtenoiis tine bonne
approximation que sous deux types d'hypoth~ses.

Supposons que h(9E) n h(0j) 0 0. Les hypotheses ditos de type (1)
permettent tine discrimination des syst~mes de filtrage Iin6aire 'Pi et Pj par
los parties mnartingales des systirnes. Sous les hypotli~ses dites de type (2),
la diffirence eat mise en 6vidence par les parties . variations bonnes.

Dans lo cas unidimonsionel, los deux types de situations consid~r~es se
r~sument en deux hypotheses. Nous les pr~sentons dans le cas simple oii

=0 et les coefficients s'6c&-ivent:

b(x) = B..xx1{,<l+ B+xlfx 01 ,
cr(X) = 2{O}++xo)

h(x) = J-x(.,<o}+ +x1j,>01 ,

avec HJ4+ < 0, Dana ce cas, h(Xt) est observ6 exactement, mais il n'est pas
toujour:. possible do d~terner Ie signe de Xj (1). Nous savons le d~Lerminer
sous deux hypotheses:

Dans ce caz, la variation quadratique du processus h(Xg) nous indique le

signe de Xt.

(11D2) 12B = 22Ct B- 96 B+.

Dans ce second cas, la variation quaciratique de h(X.g) ne donne aucune in-
formation stir le signe do X1. Manoins, si nous supposoijs quo 7C: 0 pour
t E [Q, b), nous savons que soiLIt Xt > 0 pour tou t t E [a, b], soiLt Xt < 0, pou r
tout t E [a, bi. Ploons y.- = h(Xj) et r_= j11 jac74 = IH-a- 1, nous avons:

+)yg = y. + f B+_Y 5 + [XU,+ - n
ofi dan8 Ie cas {Xj > 0, t E [a, b]), le processus {U(+ - U.+ a < t < b)
est tin processus do Wiener standard.

()yt = y. + fa'B...y,ds + F(UJ - U)
out stir {X < 0, t E [a, bJ}, le prOCeSSu US { U - , a < t < b) est tin
process~lus- do Wiener standard.

1Pat exentole lorsque h4x) =zi [4t 0, 1,
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V'i que B.. B+, untest du rapport de vraisemblance nous permet de
d~cider entre les deux alternatives. La statistique de test s'6crit;

- v.. I y~y,, D~J.. Iay,2ds.

On note que ]a diffrence majeure entre la situation sous (HD1) et celle sons
(HD2) est que sous (HIID) une decision correcte pent 6tre prise instantan6-
ment (tout au momns tht~riquement) sur l'6v~nement {yt 0 0, a < t < a+6},j
b6> 0, tandis que sous (HD2), la probabilit6 de prendre une d~cision correcte
tend vers un quand la longueur de I'intervalle d'observation sur lequel yj 0 0
tend vers l'infini!

Dans le cadre g'n~raI, nous introduirons deux hypoth~ses semblables .

celles d~crites ci-dessus (cf. paragraphes; 4-5), pour construire respective-
ment sons (HD1) et sous (HD2), un test de choix sur les accroissements
de l'observation. Nous consid~rerons deux nouvelles hypoth~ses respective-
rnent du type (1) et (2), (771D) et (ITD2) (cf. paragraphe 6), sous lesquelles
nous proposons un test de choix sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy.
Commne dans l'exemple pr~c~dent, la qualit6 du test de choix ne sera pas la
m~me dans les deux types de situations. 11 faut beaucoup plus de temps pour
prendre une decision correcte sous le second type d'hypoth~ses que sous Ie
premier.

Dans le cas n a 1, I et avec l'iiypoth~se d'ind~pendance des bruits
d'6volution et d'observation, notre problInme a d~ji 6t consid6r6 sous (HD1)
par W.H. Fleming, D. Ji et E. Pardoux [4]. Sons uric adaptation de l'hypoth~se
(HD1I) an cas ofi h est monotone par morceaux, le rnme type de problkme
a 6t trait6 dans [6]. Dans [4], les passages de Xt par Ics points critiques de
la fonction d'observation h sont d~tect6s, avec un probabilit6 proche de un,
par un test sur les accroissemcnts de I'observation. Dans notre 6tude, nous
montrons que comine dans [6], oii la fonction hr est rdguli~re, un test peut &re
construit sur la sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy. Le fait de consid~rer
une 6qnation de dynarnique Iin6aire par morceaux plus g~n6rale que dans [4]
dans le cas n > 1, nous conduira i dt~montrer certains r~sultats diff6remment
et introduire une antre hypotli~se du type (1) incluant i'hypoth~se (HD 1).
Cependant la principale nouveaut6 de notre propos se situe dane, la con-
sid~ration du probli~me sous des hypothbses du type (2).

Ce chapitre est organis6 comme suit:



Dans le paragraphe 2, nous formal '-ons le probI~me, posons les hypotheses
et pr~sentons des r6sultats pr~Iiminaires. Par la suite, nous 6tudions en d6tail
le cas 1 = 2. Dans le paragraphe 3, nous proposons un test sur la sortie
d'un des deux filtres de Kalman-Bucy qui nous assure, avec une probabilit6
proche de un, cue la trajectoire t --+ Xt prend ses valeurs sur un et un
seul poly~dre 0; durant l'intervalle de temps [a, b]. 11 reste t savoir lequel.
C'est ce que nous nous proposons de determ-iner dans les paragraphes 4, 5
et 6. Dans le paragraphe 4, sous 1'hypoth~se (HD1), nous pr~sentons un
test bas6 sur la variation quadratique des accroissements des observations.
Drens le paragraphe 5, sous 1'hypoth~se (IfD2), nous proposons un test du
type rapport de vrak emblance sur les accroissements des observations. Sous
(WfDi) et (HDT2), un second test du ty,. rapport de vraisemblance sur les
sorties des deux filtres da Kalman est 6onn6~ dans le paragraphe 6. Dans
le paragraphe 7, nous eutimons I'erreur d'approximation du filtre optimal et
finalement, en supposay t le coefficient de diffusion constant, nous 6tendons
nos r~sultats au cas I a 2 dans le paragraphe 8.
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2 Formalisation du probleime. Lemmes pre"-
liminaires

On consid~re le systbme diff~rentiel stochastique v~'ivart:

=j XO +jb(X,)ds +f(X.)dU*, (2.1)

Y, j'h(X,)ds + e(TUe ±T0,), (2.2)4

o0i {Ut, t > OJ et fUt, t > 0} sont deux process,! de, Wiener stardards
ind~pendants t valeurs dans 1R' et d~finis sur un e:,j;ace de probabil;.A filtr6
(i?,.F, $t, P) que nous pr~ciserons ci-dessous, X0 t une variable al~atoire
.Ay- mesurable de loi rlu, b et h sont deux applications mesurables de Ur!
dans 1R, o, est une application mesurable de 1W clans RW' ®D iR, T elt
sont des matrices (n, n) et e est tin pararn~tre r&.1 positif. Deux cas sont
consid&&r: = 0 et e >0 .

Hypotheises: On suppose que

(Hl) Xo est une variable al~atoire ind~pendante de {(Uj, Us), t > 01 et ii
existe co > 0 tel quc

E(expcol1X0l2) < +00.

(H2) Les fonctions b, hi appartiennent C(IW'; 1W) et ii existe une partition
poly~drale finie de 1W , 1W' = u .1E0j, des matrices (n, n) Bi, H,, E,
I < i <1I et des vecteurs bi, h, E 1W' tels que:

b(x) = j(BH-+b.)1q,(x)

h(x) = ,-(1Hx + hi)le,(X).

(M1) Ia fonction h est non globalement injective.

(11) H, est inversible , E! est d~finie positive, 1 < i < 1.
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(H5) TT* + A,'= et TTest d6finie positive.

On pose SI =1 = C(lR+;IW) . Soit 11 = f~l X 112 d'616ment g~n~rique
W = (IW2,F sa tribu bor~Iienne, F = Fr ® F2 , {(XI, (J),t > 0) le
processus canonique sur Q

(Xt, Ut)(WI, W2) =(W(t,0(),

et (.F)t>o la filtration naturelle dlu processus canonique .
Les hypotheses ci-dessus entrainent d'apr~s R.F. Bass et E. Pardoux [11,

l'existence d'une unique prohabilit6 Px sur (?,) solution du probl~me
de miartingale associ6 . 1'6quation (2 1) avec condition initiale 11o* 11 existe
alors un processus {Ut, t > 0) PX-Wiener standard valeurs dans WR' tel
que {Xj, t > 0) est donn6 par (2.1). On d~finit sur 9 la probabilit6 suivante:
P =pX OP avec P Ia mesure du Wiener sur (f12,,F2). Notre espace de proba-
bilit6 sera alors ( ,F Y , P). On remarque pie le processus d'observation
{Y, t > 0) d~fini par (2.2) dt~pend de e , mais pour simplifier les notations
nous omettons de le noter en ii-dex.

R{&rivons le probl~me pr&&ident sous une forme plus usuelle:

X,=X0 + f~t b(X.)ds + f~t f (X.,)dV, + fo'(,d,
Yt=fo'h(X,)ds + c.,(23

o i {(1', Wt), t > 0) est un processus de Wiener standard valeurs dans
Rp"~ d~fini par

Vt= (I,, - T*T ) 1 2 (Ut - T* Wj)

Wt' = TL' +TU 1j

et
f (Xt) = o7(Xi)(I. - T ,12

g(Xj) =u(Xt)T'.
Fi j*= Ej,,V =1

D'apr~s les hypotli~ses (H14) et (M1), la inatrice E, cst inversible, Vi=

Pour Z'i 1, ---I considdrons le filtre de lKalman-IBucy (FKfi), Ie filtre
optimal du probl~me de filtrage lindaire (i):
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{Xt = + f0'(BjX, + bi)ds + f~fFjdV. + fo GidW.,
=j f~f(HiX. +hi)ds + cWt,

oit q est un vecteur aI~atoire suivant une loi normale de moyenne et de va-
riance 6gals . celles de la condition initiale de 1'6quation (2.1).

Soit xj, lesp6rance conditionnelle de Xt et R"' la matrice de covariance
conditionnelle, pour tout t > 0, Rt'~ est solution de l'quation de Riccati:

k' EE + BR + R"eB* - (Iq)(K;)' (2.4)

avec K, !*R"'H 1 + G, . L'6quation (2.4) se r66crit:

=FjF* + (B, - -GiHi) th" + R'tc(Bi - G Y- -RJH ht . 25

D'apr~s WV. Murray Wonham (cf.[1.5j [th12.21), les bypoth~ses (H14) et (115)
assurent l'existence et l'unicit6 d'une solution stationnaire R.- > 0. On a:

FjF + (B, - C-GiH)R.*0  + R? (B, - -Gj~1f - jR cH!H.R.' =0 (2.6)

et tine formule explicite pour l'quation (2.5)

-R' +e, t R.)-' +jt ecA(H*Hi) Ads e7At

avec Ai = eBi - K Hi et K', = 'RI?&'H* + G,. Introduisons ]a d6finition
suivante:

Definition 2.1 Une matrice M apparteniant a IR' ® WR est dite stable, si
toutes les parties rielles de ses valeurs propres soul strictement nigatives.

Vu que le systbme (i) consid&r6 est observable et commandable, d'apr~s [15]
[thl2.2J, la matrice Ai = eB, - K',Hi, est stable.

L'in~grle f 'Hi~I) e+A ds est donc born6e stir t E [0, +oo[ et on

obtient ]a vitesse dle convergence vers la solution stationnaire:

IRI' . I,,,icl < ke-km/C , k > 0. (2.7)
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avec p'> 0 tel que pour un certain co > 0,

sup {parties rielles des valeurs pro pres de la matrice Aj} -pi <0,
O<t<eO

Montrons que la matrice R., est d'ordre e. D'apr~s l'quation (2.6), 6tant
donni que la matrice Hi est inversible, ii existe kj, k2 et k3 > 0 tels que la
norme de R., v~rifie l'int~galit6

k1 IR.'I2 < k2eIR',I + k3e.

D'oii, tR',I < ke pour E petit et k > 0 et ii existe une sous-suite de !R"
qui converge lorsque E --4 0. Or, toute sous-suite convergente de !R, a sa
matrice limite R', solution de l'quation de Riccati:

F.F.*- GiHR.J -f? R H**-RH.H .=0 (2.8)

Les hypoth se (HM) et (114) impliqucnt que l'quation. (2.8) admet une
unique solution d~finie positive et la matrice -Gj1I, - R'.H*Hi est stable.
On en d~duit que

R '= M +R,(2.9)

avec R,-~ o(e). L'6quation (2.8) se r66crit:

=jE (R 0fIj + Gi)(Rw,11 + Gi)* (2.10)

et nous avons :

I1jUY2H1j H1(R' , + Gi)(R' Ili + Gi)'Hi'. (2.11)

Remarque 2.2 L'~quation (2.11) admet une unique solution sym~trique
d~finie positive Pi = 11,RH% de plus la matrice -HGj - f1jR' Hj* est
stable.

Lorsque e -+ 0, les filtres de Kalman-Bucy (FKi) consid6ris 6tant a m6
moire courte", le choix de la Ioi ini tiale est sans importance. Pour simplifier,
nous prennons la Ioi N(E(Xo), Rfl0') . Le filtre de Kalman-Bucy associ6 i.
cette loi initiale est donn6 par:

(dk;= (lifX; + bi)dt + !KC',(dYt - (HEX;' + hi)dt),
t C 00(2.12)

0 = E(Xo).

1-10



Soit (el, e2 , , ) la base canonique de I'espace vectoriel IR, munissons
l'espace affine euclidien Rn du rep~re orthonorm6 (0, el, e2, .. , e") et nous
convenons de noter indiff~remment par la lettre x, le point affine x et le
vecteur Ox de l'espace vectoriel sous-jacent. Ainsi, si x est un point de l'espace
affine IV et si u est un vecteur de IR', (x, u) d6signe le produit scalaire
des vecteurs Ot et u. Pat la suite, nous d6signerons par Il'es§pace affine
et l'espace vectoriel. Si u E WII , u(i) , 1 < i < n repr~sentera la i-ime
composante du vecteur u et Jul sa norme euclidienne. Si M E JRn 9 Wd,

1j < i < n, 1 < j ! d, repr~sentera l'616ment de la i-ibme ligne et de
la j-i~me colonne de la matrice M et nous prendrons pour norme IMI=

ITrace MM* oi M* d~signe la transpos6e de la matrice M.
On utilisera 6galement les notations suivantes: IIBII = sup(jB- 1., IB+ 1),

IIHII = sup( jH- 1,H+j) et IJ~JE = sup(ll-' ,IJ+l), et la dt~finition

Definition 2.3 Une variable alatoire X sera dite d'ordre Q(E9), q 0, s'il
existe '-0 > 0, c =c(co) > 0 tels que Ve E (0,eCol:

EC2 qE(IXI 2 ) < C.

Pour simplifier, nous pr~sentons la procedure dans le cas 1 2 et nous
6tendrons nos r~sultats au cas 1 > 2 dans le paragraphe 8. De plus, nous
supposons que:

i= b ,= h = 0.

On remarque que cette hypoth~se cst non restrictive vu que les fonctions b
et h sont supposes; continues.

Nous supposons donc, sans perte de g~n~ralit6 que les deux demi-espaces
01 et 02 sont d~finis de la fa~on suivante:

Soit u un vecteur norm6 de R', Jul = 1, Au I'hyperplan s~parateur des
deux demi-espaces 01 et 02

AU= {x EIR', (x, u) =O0}

01= Ix E111', (x, u) <O0
02 ={x E UV',(x , 1)> 0).

Nous rempla~ons les indices 1 et 2 respectivenient par - et + .



Introduisons la matrice de projection de 1W sur A,,, notie Q:

Q = u*
QU =O.

Les vecteurs x, b(x), h(z) se r66crivent de la fa§on suivante:

X = (z, U)u + Qx.

b) {(X ,u)B..u +J-QX si (X, U)0,
b() (x, u)B+u +B+Qx si (x, u) 0.

h~) { l:u)H-u+H-Qx si (x, u) 0,

xu)H+u + H+Qx si (x, u) 0.

La continuit6 des applications b et h entraine:

BQ= B+Q, (2.13)
HQ= H+Q. (2.14)

La restriction de h Au 6tant une bijection de Au. sur h(Au), nous pouvons
supposer sans restreindre la g~n6ralit6 que:

(H6) h(Au) =A.

Lemmes pre'liminaires

Lemme 2.4 Soit A une mat rice (n, n) symeitrique difinie positive, U1, U2, ... , U,,
p variables ale'atoires i.i.d. a valeurs dans 1W de loi commune A/'(0, A)), alors
pour tout c > 0 on a :

P ({ max IUk I c}) :5 p nexp{J-.?/2n Trace (A)).
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Preuve

P({IU&I<c,1 <kp)) = HP(IUkI<c)=(1-P(UI !c))P

avec

P(1U1 >c)5 ,ZP(I (i) I c/ V4 ) < n exp{_C 2 /2n Trace (A)1

D'autre part, on rernarque que pour x > 0 et a> 1,

1 A( 1x~)' <ax

d'oii le risultat.0

Lemme 2.5 Soit (fF~t P, W) tin processus de Wiener standard Ai valeurs
dans 1W1. On considire l'iquation diffirentie lie stochastique suivante

{dXt = BXjdt + Edt
= (2.15)

ofi B et E sont deux matrices (n,n) et est tin vecteur aleatoire .F0-mesurable
a valeurs dans WR, indipend~nt dA processus {Wt, t : 0}. On suppose qu 'il
existe co > 0 tel que

E(expcoul2) < +oo, (2.16)
Alors l'6quation (2.15) admet tine solution forte unique {Xt, t > 0} et pour
tout T > 0, ii existe c = c(T) tel que:

E exp cSujt <+0

Remarque 2.6 La condition (2.16) est satisfate 1or'sque q~ est un vecteur

al6.atoire gaussien. I 3iI
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Preuve La condition de Lipschitz 6tant v~rifi~e par les coefficients de P'&
quation, Pexistence et Punicit6 en d~coulent imm~diatement. La solution
S'Acrit

xt= e B(1 +J e-'92dW,)

On pose Mt f~t e-BEd W5.

IX I' < te'tI1' (21i71I' + 2 1%t I').

Soit c < IC0 supj, 1etj d'apr~s la condition (2.16) et 1'ind~pendance de
17 et {M9, t > 0Z} il suffit d'6tablir:

I ep2c sup leBjjt2 <+00.

11 est clair que {Mj , t > 0}1 est une miartingale gaussienne centr~e i valeurs
dans WR. Il existe donc cl > 0 tel que

E (expcI IMT12}) < +00,

Le processus {exp( IMI 2), t > 01 6tant une sous martingale, on a donc:
2(

E supexpjcjt' E exp C, SupIt1
(o0.71 [o,T)

< 4E (expfc, IMTI2}1) < +00.

On prend c < 1 supfo,7 le,9'[2 min(co, cl) et on obtient le r~sultat de-
mand6. 0

Lemme 2.7 Soil Q .,t P, WI4) un processus de Wiener standard a valeurs
dans IR. Si le processus {Xg , t > 0) virifie N'quat ion diffirentielle sochas-
tique

dX1j = b(Xt)dt + oatdWt, (.7

et que les hypotheses suivantes sont satisfaites:

i1 ) E(exp .0,712) < +00 pour un certain co > 0,
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I :i2) b est isnev applicationm mesurable- de1W dais, W~ et ii eziste ,ki > 0 tel

i3)e poe: {Ut; t > 0 1 est 1+ prcsusX adapti a vale urs -dons

alors pou iotT>0 leit c=cT e

(pexp CSUpiXl2} <±+00. I
10,T]

Preuve En adaptant la dt~monstration donn~e par R.S. Liptzer et A.N.
Shyriaev [9][th 4.7] au cas n > 1, on montre sans difficult6 que sous les
hypoth~ses ii-), i2 ) et i3), pouirtout T > 0, il existe cl ci (T-) > 0 tel que

sup E(epcIt2) < +00. (2.18)

k Par la formule d'it6,. nous obtenons:

exp {cIXt 12 }

=explcIo I') + 2cjfoexpfclX.121X.b(X,)ds

+2cj expfcIX.1I2 )X.'u, d W.
fof

t3
+Cj1 exp ICIX 12 ) Trace (aTa: + 92cX,,Xo! 3c) ds.

On en d6dui t F in~galit- suivante:

( sup expfcIXuIl) < E (exp fCIXo 12 )

+2ck j0E ( [exp {clX. :)[ IX I+X1 ds

+2cE (sup7II exp{clX4 IX:oj dW.)

+ck~j ( (expfclX. 121) (1 + 2cjX, 12)) ds.
2 15



ITe'aitd CacyShat Vlmjrto,28 os-emtduiie
L'irgite de CauchScha rtzssinu etIaaoraton (2. nous 2) pemeoutilier

vons conclure 4'\ +0

E (ekp su Ix. ' < 00

(0170

Lemmne 2.8 Soit TYY, P, Wj) tin procvcssus de Wiener standard ai valeurs
dans 1W, {~pt , t > Q} tn processus Yi-mesurable a' valeurs dans WR tel que4
pour tout T >0,

exp cospIV +00, pour un certain co > 0. (2.19)

Si le processus {Ze,,t 0} ve'rifie l'equaiion differentielle stochastique suiv-
ante: IdZte = !(AZi'+ (p) dt + Edt

Zo zo,

avec c > 0, zo E JRt", E une matrice (n,n) et A tine matrice (n,n) stable,
alors pour tout T > 0, ii existe c >0 tel que

IimsupE ex iU < +00.

Preuve

c z + - e) ds + f d E~~t dWs.

La matrice A 6tant stable, ii existe A > 0, b > 0 tels que:

ie!Ati :5 6e-t, vt > 0. (2.20)

On obtient:
sup 1ZI1 :5 IzoI +-sup ~I + sup IKtI,
[0,21 tomT 10-71

avec
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D'apre's l'in6galiO 1)( +;Yj 2 < 21X 2 .+ 21YJ2 et- celle deC Cauchy-Schwartz, il
suffit de consid6rer les trois termes s~par~ment.

Le premier est d~terrnifistOe et-ind&Pendant de e. La condition (2.19)
assure un moment exponentiel born6 ind6pendament de c pour le second.
Considirons-le tioisikn6 terme. En-dimefision,-un; on- peut'cond'urerapide-
ment iPaide dithieor~mede comparaison des diffusions [7. et du ilemnme 2.5.
En--dimension sup~rieureiun, unwpetit travail s'impose.

Utilisons- le, fait que.,la, matrice, A est stable. L'6quation

ATH + [HA =-I,, (2.21)

admet alors une unique solution syme'trique d6finie positive donn~e par

= 0 e A~ie Aidi

Vu que Vc > 0, 3c, 0 tel que c, I,, - cfl < 0, ii sufit de montrer qu'il existe
c >0 tel que

lirnsupE su expjcI*H~ct1) < +00.

Par la formule d'It6 et (2.21), on obtient:

exp'Ic*Il = -c expwcKIIK,)KKI(ds

-t
+c exp~cMiC;H 1 [ lp! + 2cIll~ri2 dst

+2cj expjcKHrKj1KHYldW8,.

E supexp{cA'HIt' :5 + kTsupE(exp~c'7UA't))

0,1[0,T)(07

+2c su (Eek 'cf,*lK, (H2dsuW(IK

(0710/
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Ainsi, s'il existe c >0, k-> 0 tels 4que. Vt E [0, T},

jun sup E(exp-cK#K < k,(.3

on conclut en utili'sant 1'ine'galite' de Burkholder-Davis-Gundy., Pour coriipl6ter
I& .preuve du le6mme, nous devons. donc .6tablir la majoration (2.23).

On remarque que {X1 ,5 * 0,- est. un processus-gaussien- ctr6. Soit
V* E(KtKt*). La rnatrice I est solution: de V'&jution fnatricielle:

A Vie+ tA+ ES Voe0.

VO < t < T, K' est une matrice syrnetrique serni-de~finie positive de rang d
avec 0 < d < n. Bile est donne'e par

Ve~A = e £-UCA3 s 8 A

La inatrice A etant stable, V,' est d'ordre e. Plus -pr'cisirnent, 11 existe
co >0,ki > 0te que (~ ]Vt E0, TI,

I~ [ kk. (2.24)

Raisonnons t Wix: la variable al~atoire Kt~ suit une loi normale Ar(0, V,').
11 existe une matrice unitaire U tel que

avec V'une matrice diagonale (d, d) de rang d et

UK, Re)
avec Kiune variable al6atoire gaussienne centr& c valeurs dans Ifd, i.e.
ii's ~- Af(0, 1/fl). Vu que I~t = Ik tl, on s'int~resse E(eXp CIK*, 12).

Notons v, 2. $ V , les d valeurs propres strictement positives de la matrice
V,'. D'apr~s (2.24), il-existe v > Otel que:

1-18 d <SV
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On obtient;

E(expfc1412 Y =ijiii: ex(p{(c - -i) dx
(27r)yd( fl 1 v') 2 2vil} x

_ _2v 1 2v

iLa conistante c et le mhajcifant ne d~pendarit ni deb t, ni de e, 1'in~ga&It6 (2.23)J est dbnc v~rifie'e.
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3 Detection des passages de {Xt} par AU

Soit A., 1'hyperplan s~papateur des deux demi-espaces 0- et 0+,
AU =fx E W';(x, U)=Q.

Nous devons prernierement d6terminer sur 1'intervalle de temps [0, TI, T > 0
fixe6, des intervalleswdurant lesquels une, irajectoire t -+ X ne passe pas par

A.avec: une probabilit6 proche de 1. Nous proposons un test sur la sortie
du filtre de Kalmnan (FK+). Ce test s'applique indiff6reniment i la sortie
du filtre de kalman (FK-.). Notre premi~re 6tape consiste t montrer que
pour de faibles valeurs de c, la difference h(Xt) - H+X t est petite avec une
probabi;Iit,6 proche de 1.

Proposition 3.1 Soit 0 < a < b ,O Y> 0 ,Va E [0, ![, Y-y E]2a, 1[, ii existe
k > 0, co > 0 tels que Ye E (O,6o)

P ({sup lh(X,) - H4X,+ >060}) <exp{~kQ}

Preuve L'application h n'&ant pas de classe C 2 , on ne peut pas appliquer
]a formule d'It6 hi h(Xt).Cependant t chaque composante de h(Xt) on peut
associer unc application de IR dans IR Iine'aire par morceaux.

Pour 1 < i < n:

[h(x)](i) -f[H...ul(i)(x, u) + [H..Qx](i) si (x, u) :5 0,

1[H+uJ(i)(x, u) + [H+Qx](i) si (x, u) > 0.

D'apr~s (2.14) on obtient:

[h(x)j(i) = h'((x, u)) + [If+Qx](i),

avec
h': IR--4lR {[f-uJ(i)r si r <0,

On pose -I (Xt, u) . D'apr~s la formule d'1t6-Tanaka [81, hi(XI) s'6crit:

h'(Xj') =h'(Xo') + j h'.'(X.) dX.' + I [(IJ+ - H-.)u](i)L?, (3.1)
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*h'- est la d6riv&e k 'gache de h,

h',i(r) = EI~uI(i)1nR"(r) + [H+uI(i)1B+.(r).

* L5j, t 2! 01 est le processus temps local en 0 de la semni-martingatle
r6elle IX',t > 01

On pose Zt h(Xt) -H+Xi+. On obtient 'a partir de (2.12) et (3. 1) l'6quation
suivante:

d -tAZtdt + Wptdt + Ob'dVt + i0bdW~ + (+-H)L, 32

avac

" A =-II+K0+,, matrice stable d'apr~s la remarque (2.2).

*o = (b(Xt),, u)h'.(X') - H+B+Xi' + H+QbX)

*pt = HL+.Qf (Xt) + h' (Xl')uf(Xt).

0' = H+f(Qg(Xt) - If.+) + h'.(Xl)ug(Xt)

* =(h (Xt),h V X1 h'( )

On d6compose Z, de la mani~rc suivante:

t =?()+ Z()+ 43) + Z4

avec

* 41) = eACZo

Z(42) = ft ejA(t-s) P'dS

*3)= fo' e',A(L)(tpidVs + V)dWs)

* Z4,= ! Lu~eA(sdL

La matrice A e'tant stable, nous rappelons qulil existe A > 0, 6> 0, tels quc:
Vt > 0,

Consid~rons les quatre termes s~paremment:

121



1) Z,(' ejA9Z 0. En utilisant (3.3)' on obtie~nt:

44

p~: 41e> _Aa ( zoOee

et la rnajoration suivante,

on oncut 'exsteceEIZoI 5 211HII EIXoI < +oo,
on oncut 'exstecede k, > 0, el > 0 tels que:

P sup izPl)I > <eEiI- 0 < E < el. (3.4)

2)~~ g(2 
-

t A(t-') ,ds. On remarque que:

IltI:5 IBII (IIHII +IH+QI) I~tI + IH+B+I1Xkt
Les lernmes 2.7 et 2.8 impliquent que pour tout c > 0, T 0 ,ii existe
k, ki k(T, c) > 0 et k2 = k2 (T, c) > 0 tels que

E exp csup yxa}) kl

lirnsupE (exp{csu~iktI) < k2.

On en d~duit que:

( exp csupj~j <00o pour c >0.(35

D'apr~s (3.5) et I'in~galit6 -4) sup IVI ,ii existe k2 > 0 6 2 > 0 tels
A

que

PIZf,'pj I exp 0 <2 C< < 2. (3.6)
[a,b )1 f4 61-0
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) 3 = fci A(t -a) (ikdVs +2 ~bdW4).
On pose

0t24

On remarque qu'il existe r > 0 tel que 17p, 12 < r .Le raisonnement qui
suit est imila ire A; celiii utilisi par W;H. Fleming et E. Pardoux dans la

demonstiation du lemnme 3.1 [6]. L'id~e est de construire une surmartinga'it
Positive {M(t, Zt(3)); 0 < t < b):

M~t Zt(3) = Ptt(Z(3)) + gpl _ epl)

o x p et sont ~.choisir de fagon ad6quate et l'application r. est d~flnie par:

z 1- K(Z) = exp {~±.iz}
oi II est une matrice sym6trique d~finie positive, solution de l'quation

AHI + HA =-1,, (3.7)

et p =Trace (r12). Soit Cj, I'op~ateur lin~aire d6fini par

=CKZ zA"'-t~z 1() Trace (V'tlktK"(z)).
2

En utilisant (3.7), on obtient

£gp(Z)= + I Trace (H10 10b;)[ 4c2rp 'lErp

+ 1 rc (Hlzzfhkttkt)]r(8P 2r2E2 Trc c)

< I 1112 + Trace (HI)]KZ

Vu que Trace (H') < Vn Trace (n 2) , Jn-p, on a:

Cir.(z) + Ir.(z) < 8 r ' IZ2 -PJ~)
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Donc, si IZ12  r(/f+4)

'Cite(z) + -le(z) 0.

On en d~duit la majoration suivante:

£gCil(Z) + !K(Z) (4p + Vn-) exp {(+i~.
te~~ no O+/n) n4r--

On not n0 p = n4/~~ Utiisons ce r~sultat pour d~termni-
ner p et .

-,t e" t(pK +.CjK- pp)

~ ((P)K fl-P

Ainsi, en choisissant p=--et A= no pour E < 1 etO 0 <1 le

processus {Mt-~~ < b} est une surmartingale Positive. Uc-ic,
pour tout 0 > 0, on a:

p (SUP M(t, Zt)) o) ~I+Je-)

Etant donn6 que IZ12 <_11 IRI2ZIz 2 et VO < t < b, tc(z) M(t, z),

5 p (fISUP M(t, Z(3)) > eXP { o2e2a }
1.161 164 111-' I pre 1

exP{- 6 1 I1 +1 } b'11 \1

{5 exp 2  0 < C< 3, (
pour un certain k3 > 0 et 63 > 0.
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4) 44) I (H, - ) Lufl elA(La8)dLo. Rappelons que {L?,t > 0}' est
le processus temps local en 0 de -la semni-matrtingale {Xt? , t > 0). le pro-
cessus {L? ,t > 0) est positif et croissant, d'o a Iin6galMt de Jensen et (3.3)
impliquent H /

Montrons premi~rement que V6c> 0, t > 0,

E (exp { cL?}) < +00. (3.9)

D'apr~s la formule d'Mt-Tanaka, on a:

IXtl IXP(0 jsign(Xl)dX' + Lo (3.10)

On pose

Kt IXO'I+ 0 signe(X,)dX,

ff Jsigne(X1)uNP(X.)dV, + jsigne(X,')ug(X)dW.

(3.10), (cf4[2]), i.e.:
L= supI(K (3.12)

oji If7 sup(0, -Kt). Donc Lo- SUP(ObJ 1141 . D'autre part, d'apr~s (3.11),

sup 1141l < IXO'I + liBlibsup IX.I + sup IA'sI
[0,6) 10.6) [0.6)

L'in~galIti de Cauchy-Schwartz nous permet de consid~rer s~par6ment les
moments exponentiels des "sup" de chaque terme. En utilisant l'hypoth~se
(HI), le fait-que les fonctions f et g sont bofn~es et le lemnme 2.7, on obtient
que Yc > 0

E(e, { 0+00
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On en diduit (3.9).
Soit -f E]2ck, 1[, utilisons Ia-d&omposition suivante:

j L...a)jJ0o = ftc e-t~L +( d

En choisissant /3 on a:461H+ - H-1

(4) 0'~ '\ ,,I( e-c'v

P supj e7s~L~

(a,6J I-

Consid~rons le premier terme du membre de droite de I'in~galit6:

P sup j e-'~d~ fiW}) > P ({I~o> 5e'')

(I Cex {/6 e~t

d'apr~s (3.9) et 1'it6galit6 de Markov. Ponc ii existe co > 0, c > 0, tels que
Ve E (0, Col,

PD sup j C--It$)dLo > 3c*r} < e (3.13

.Interessons JiOus aui second terme: Soit 0 <at < b6, mn f~ on pose

(Islip P({sup(L' - ~ >fC}

< P(max sup('-L
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I I

YA

<2P mx(o-L

<2P (Imax sup IA - jI>fi~4

terme:

2 P max sup signe(X) b(X)ds &14kf) A

+2P ({x sup I f>tIIB t-}) I < c/

Cosie osleseod ere

max~~Ii' su KtkeX )u~(d >> &0/4}

<i- (1m sup IX, It. > l < C/Th

Pour k 0O,...,rn ,on pose

e Nk = sup Ij-K,,1

* Di-=k{ :6a/1

e Ii,, = a(Dj., i = 0, k -1

On remarque Oaue Wk C Fl

P({max N,<#,s-I41) P PfDk)
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On s'int~resse i E(D .kl Soit H E Hk-,, 8 > 0, on introduit la
martingale epnti7(lle 4~exponentiell IM t >- tk-l

llexp{IOf - fi1- 2'(f~ - I Jk-3

On note que pour tk-...i < tk, (k) - (k)gh, <cc" avec c = JIFII2+ uIGh'.
D'apre's I'inigalit6 de Doob et en choisissant 6 =,on obtient:

4cc'y-

P llf sup f -fi-
[ftk-..,tkj

< upAlk-1 ><xpP(H) exp l- 3
sup M~tkl 32ce,,j 132c,-,Y2 a

De m~me, on montre qu'il existe k > 0, tel que

PD (H nl sup (-k. + ki,_,.) > gc/ P(H)e-kc~O

On en d~duit que P(H nl Dc) :5 P(H)e-kc*I2a, YH E 71- .lu

E(lD, I 14) > I - e

m 4nax sup JI(, - A'K..., 1 ~i} P( f k
k=O

e- (1- -2 rnl

et

p (sup jt  & )dL > < 2C e-'/'2 *I' + 2-2(l -e k02 ,~

< 2C e /0-1-0 + 2(m + 1)e-k/e- 2o(3.14)

De (3.13) et (3.14) on conclut l'existence de k4 > 0, 64 > 0 tels que pour
o <e E 64,

P P pZ(4" !>- W } < e-k4/"7 2 o. (3.15)
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I kt
Des ine'galit~s (3.4), (3.6), (3.8) et (3.15), on obtient la proposition 3.1.

0

Etant dofn&3 que h(Ac) fl h(A.) = ,la proposition 3.1 nous permet de
construire un test de d~tection des passages des trajectoires de {Xt} par A,,

aSosur 0 b ,on d6finit les &v6nements uvns

A- (a, b) ={I(X , u) < 0 ,a < t<b),

et pour c >0 choisi,

Ce(a, b) = IXu)I > c, a < t < b).

Lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible, ces &6nemeiits seront notes:
A-).. A+, Cc.

Rernarque 3.2 D'apr~s la proposition 3.1, nous pouvons remplacer la con-
stante c utilis~e dans I'v~nement test Cc par cz', avec 0 < a < 1. Ceci
permettrait d'agrandir les intervafles de monotonie d~tect6s. Cependant,I
comme nous le verrons par la suite, sur les intervalles de monotonie, pour
d~cider du signe de (Xe , u) sous les hypoth~ses du type (2), ii est n~cessaire
que (jU) soit "suffisamment" 6loign6 de z6ro durant un "certain" temps.
Dans le cadre de ce chapitre, pour simplifier, nous n'exploiterons pas cette
possibilit6 et nous prendlcons a = 0 et - 2

Remarque 3.3 (A-. U A+)c ={I E [a, b] t.q. (Xt, u) =01.

Montrons le r~sultat suivant

Th~ore'me 3.4 11 existe k > 0, -0 > 0 tlts que Ve E (0,EoI,
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Preuve 11 existe 0 > 0, tel que:

(A-u A)c ccc sup I(h(X) f+X > 0H

1+1

D'apr~s la proposition 3.1, il reste . d6montrer que I
liirinf P(Ct ) > 0

Introduisons les 6v~nements sui-ants:

A. {I(X, u) > r,Yt E(a,blh,

D = sup Ih(X) -H+.k+I <

Pour p > 0 et r > 0 convenablernent choisis, on a I'inclusion A, fl D. C Cc.
Montrons que P(At.) > 0. Pour cela, plagons nous sous les conditions

d'application du th~or~me du support d'une diffusion de Stroock-Varadhan
(cf. [71) i.e. ai E Cb(1R") et b E C61(IV~)

Soit 0 < a0 < a < b. La mesure de Lebesgue de A,. 6tant nulle et la loi
de Xt admettant une densit6, on a donc:

P(Xa6 E A,.) =0.
1I existe 0> 0 tel que P((I (X.,,u) I > 0O}) > 0.

Traitons par exemple le cas oii P({(X.Va, u) > 0)) > 0. Nous introduisons
le temps d'arr~t r,

r = infft > ao, (X,, U) = 0)

Pour tout r > 0, on a:

P ({(Xi, u) > r,Vl E [a, b]I {(X 00, i) > 0})

P Q({(Xt,u) >r, Vt [a, bl)I} > { a) I f{(Xa,,, ) >O0) > 0

d'apr~s le th6or~me du support. A lpartir deC N'gaIitt P(Ar.flDp) = P(At.) -

P(A,. nl Dc) et de la proposition 3.1, on d6duit que lim inf~.,.o P(Ce) >?
P(At.) > 0.

03
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Par la suite, TPintervalle [a,b -] rpr~sentera un intervalle de tm~fx
durant lequel la sortie du filtre de Kalman-Bucy (FKf+) verifie Cl(a, b), et
en consequence la probabilit6 conditionnelle P(A- a, b) U'A+(t,lb) I Yb) est
proche de 1. La prochaine 6tape consiste ~.choisir entre les deux alternatives
"A-" et "A+".
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4~ Sous (HDi), le -test vel ariatIon quda
tique

Nous pr~sentons un premier test, dit de la variation quadratique. Sous
1'hypotheise de dissym~trie (HD1) : I--E2H* 0 H+E+E.H, ce test
permet de decider du signe de (Xt, u) avec une faible probabilite' d'erreur.
L'id~e est la suivante: si e = 0, h(Xt) est observ6 exactement et nous pouvons
d~cider du signe de (Xt , u) en calculant la variation quadratique de d~rj/dt=
h(Xt). Pour c > 0, h(Xt) ne correspond plus I'observation, mais, pourE
petit, on peut calculer de fa~on approch6e la variation quadratique d'une
approximation de h(Xj). Nous montrons que nous pouvons ainsi decider
entre "A-" et "A+" avec: une faible probabilit6 d'erreur. Ce test a 6t propos6

par W.A. Fleming et E. Pardoux 161 pour un mod~le plus simple que le n6tre.
Leurs re'sultats s'adaptant sans difficult6 notre mod~le, nous ne donnerons
que les grandes lignes des d6monstrations.

Soit 0 < a < b , m = [ta], on introduit les notations suivantes pour
k=0,***,M -1, tk a+ ke,

9k = 6 7'(Y - Yth),

Sk = 6- k+ h(X,) ds,

fWk = 1'tk:+a - Wtk

On note que gk = k + f7~k

Remarque 4.1 La inatrice de covariance de z7Vk est e I,

Pour 0 <e < 1, on approche h(Xj) , t E [tk, tk+11, par 9k-

On pose

_ 1 m-2ZI ( k+l Yk)(Yk+1 '-Uk)
b- k.k impair

1 m-2

- ba (9k+ 9k)(9k+-I gk)*.
bak=O,k pair
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Su A+

1 m-2

Z7 E aa k-l 'tk

bak=O,k impair

avec
tk+I

Cfk H+ j F+(V.+. - V.) + G+(W.+. - W.)]ds + fok+l - tWk,

H+ -IB+~ 1+Xdu ds.

On remnarque que le vecteur al~atoire crk suit une loi normale N( 0, 2c(I. +
rr )avec r41' -=HEEH et que le§ sous suites {ak,k pair),

{ &., k impair} sont des sou's suites de variables al~atoires i valeurs dans
IR', ind~pendantes et identiquemnent distribu~es, contrairement i toute la
suite {aA:}.

Q uand c - 0 , on montre les convergences suivantes en probabilit6:
Sur A.-

3 -2

Sur A+

Ainsi sur Ce(a, b) , sous I'liypoth~se (HIID) , ii sera possible de choisir entre
A-(a,b) et A+(a,b) au vu de Z, ou Zp .

Lemme 4.2 VO > 0, ii existe k > 0, -0 > 0 tels que: Vr : (0, col,

P 11, - (I. + ~ ) >O} n A+ ) < ck/V

De mime avec Z,,.
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Preuve (&fW.H. Fleming-E. Pardoux f6][lemme 4.1]).
Pre'sentons le raisonnement pour la premi~re ine'galite' Sur A+, trois

&v6nements sont edrisid&is:

G = 2ca ~ 12
A=~ impai 3J

H- ~kO~imair 3 -

= (akg±/+ PODIjk~O> im3i )
On rnontre que les probabilit~s de ces trois e'venements sont exponentielle-
ment petite quand c --* 0, en utilisant respectivement, un r~sultat de grandes
d6viations (cfE~lis'f3][th 11.3.3-11.4.11), le Iernme 2.7 et le caracte~re gaussien
des variables independantes et identiquement distributes de la suite {ak,
k impair}. On conclut en remarquant que

E a a)= 2E ( , + 3

0

Construisons le test de la variation quadratique:

On d6finit deux 6v~nements tests stir Ce(a, b):

C- (a, b) =Cc(a, b)fljZ -((I+!P-r [')1 Vz - (I- + '~ ;I

C+11(a, b) = Cc (a, b) Ji(n !r)JJ.I!pJ

Lemme, 4.4 1I existe k > 0, co > 0 tcls que Ye E (0, coJ,

P(A--nC'i) e'
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Preuve En utilisant l'in~galit~suivante:

P(A'+n C,-,.: P((A-. U A+)- n c-)

+-

le lemme d~coule-du th~br~me 3.4 et du lem-me 4.2.

i0
Procidure du test de la variation quadratique:

Soit rl > 0, a <, -r1 < b. Sur CI(a, b) : on d6cide entre "A+ (a, b)" et
"A- (a, b)" au vu de l'estimation de la variation quadratique calcu1~e i. partir
des observations recuellies durant 1'intervalle de temps [a, Ti], avec a < r1 : b,
Ir1 repr~sentant -le temps ~i partir duquel on peut preiidre tin d~cision. On
introduit deux nouveaux 6v~nements tests:

Q'.(a,b) = C'(a,b)flC-i(a,-ri), (4.1)
Q'(a, b) = C'(a,,b) flC+i(a, Ti), (4.2)

On montre l'aide dui lemme 4.4 et du tli~or~me 3.4 le r6sultat suivant:

Thgori~re 4.5 11 existe k > 0, -0 > 0 tels que *e E (0, Co]:

P(A-(a, b) I Q'-(a, b)) < e-k /"re

P((A- (a, b) U A+(a, b))C nl (Q, .(a, b) u Q, (a, b)) 5 ck/~lc-

0

Remnarque 4.6 Ce test a &t6 mis en ceuvre par \V.H. Fleming, D. Ji, P.
Salame et Q. Zhang (51 de deux fa~ons:

* test taille d'~chantillon fix6e: la dur~e T1 - a est fix~e aui pr~alable,

* test s~quentiel: la dur~e T, - a est al6atoire.

Leur 6tude montre que pour une m~me probalilit6 d'erreur, le second type
de test permet de ddcider plus rapidement que le premier.
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5 Sous (HD2), le test du rapport de vraisem-
* - blance sur les accroissements de 1'observa-

tio n

Nous nous int~ressons au cas oii (HD1) n'est pas v~rifi~e et en consequence
le test do la variation quadratique no pout 6tre appliqu6. Sous 1'hypoth~se

rr* = _-r r+ F;,
(HD2) ker{IfBH-.& 1 H- H+B cA

l a niatrice (PP*)1 (JL.B.JJ:' - fl+B+H;I) est y trqe

nous proposons un test du typo rapport do vraisernblance, bas6 sur los ac-
croissements du processus d'observation. Ce test est inspiri du cas limite

Remarque 5.1 Dans le paragraphe 6, nous pr~senterons un test no n~cessi-
tant pas la sym~trie de la matrice (I'P)-1 (H B_ H 1  

- H+ B+H;1 ). Dans
le cas oiiz n = 1, l'hypoth~se (HD2) deviont:

(HD2) + -

5.1 Cas c 0

Sur l'cspace do probabilit6 (S2,lY1Px) d6fini dans le paragraphe 2,
on consid~re le syst~me suivant:

dXt = b(X,) di + ou(XI)dUt,{yt = h (Xj).

Par abus do notation, nous de'signerons par A-..(a, b) et A+ (a, 6) los traces de
ces 6v~nements sur il. On pose F("= cr{X, - X. a < s < i1

Notre probI~me est do d~terminer lo signe de (Xt, u) pour t E [a, b].
D'apr~s I'hypoth~se (HM), on a l'6quivalence suivante,

Si y~ts)~ port(Xt, U) 00 -t (y, U) 0O.
Si yj u)0 0pou tE [a, b], nous pouvons proposer un -test d'hypoth~ses

sur los observations {yt; a < t < b}.
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T4

-Sur A+(ci,b):.

dyj=(II+B+HV) ytdt + rdW, (.1

avec {Wtj W.+; a < t < b}, un processus de Wiener standard sous P+, la J
loi de probabilit6 d6finie sur (fl, F"G) solution du problkme de martingales
associe' i (5.1).

Sur A-.(a,b):

5dyj (H- B_ HI7)yj dt + rdW , (5.2)

avec {Wj- - Wa;a < t < b} un processus de Wiener standard sous P-, la
loi de probabilit6 d~finie sur (f21,.Fbj*) solution du probl~me de martingales
associe (5.2).

Remarque 5.2

PX (D) = P+ (D) si D C A+ (a, b),

Px(D) = P-(D) si D C A-(a, b).

Remnarque 5.3 Notons Mt la partie martingale de yj. Sur I 'v~nement A-. U
Aon a:

(Mi I Jf1 t = r.t s

A IM = 0 si i 0j.

Le fait que la matrice r' soit inversible nous permet de construire une
statistique de test du rapport de vraisemblance. D'apr~s le th6or~me de
Girsanov, L(a, b) = (i) est donn6e par

L(a, b) y, J (H+ B+ II' - IL BH:')*(rrP)-dy.

2 ~j(P1HBJ;)s2 I~(IBH)a2ds.

(5.3)
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Remarque 5.4 En dimension 1, les expressionr se simplifient (Voir [10]). La
statistique L(a, b) s'6crit:

lfb b (B-y. 2)

Pour a < t < b, on d6finit:

M j y: (H+B+H;1 -B -'*r)d!

=, y.-;(II+B+H;1 -LB-H :)(r)-dW.

R&6crivons la statistique L(a, b) respectivement sous ]a loi P+ et la loi P-:

L(a, b) = - A+b+ Mj+,

L(a, b) = -i(M1 6b + Mj.

On remarque que (M+) 6 = (M-)b et on introduit la notation R(a,b) pour
designer ces variations quadratiques. Sur {(yt , u) 76 0; a < t < b}, on utilise
la r~gle de d&ision suivante:

* Si L(a, b) > 0 : on d~cide "A+",

* Si L(a, b) < 0: on d~cide "A-'.

La qualiti de la d&ision d~pend de la quantit6 f?(a, 6):

R(a,b) = lIrI-'(H+B+II;1 - H-B-I') Y.12 dS. (5.4)

Montrons que pour Rt assez grand, la probabilit6 d'erreur est faible.

Proposition 5.5 Soil r > 0 ,

PX(L<OlnflR~rllA+) < Cr/11

PX((L Olf{R~rllA-) < - 1
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Preuve On d~montre la premi6re in6galit6. Dapr~s la remarque 5.2, on a

Px ({L<0 o) {n p? r} l nA.1 ) = P+ ({L o)0n fR > r} nl A+)

Du lemme 2.7 on d~duit 1'existence de k > 0 tel que:

E+ (exP ksup IXt I' < 00. (5.5)

On a donc

IE+ (exp{/.M.! !- (Ml)Jl 1, E e R. (5.6)

Soit -1 <pU < 0,

P+ ({L < 0) f {> rl nlA+)

5 P+(f{-M,+> 'RI}n (R> r})

5 exp{ (1+p)r}

2

Montrons maintenant que pour R? grand, la probabilit6 pour que la satis-
tique L prenne des valeurs proches de z6ro est faible.

Proposition 5.6 Soit r > 0, V0 > 0, 3k, > 0, k2 > 0,

PX ({L < 0)nfl?> r} fA+) < ekIek-

Px ({L> -01 l{R >r)nfA...) < ek1,ehr.

Preuve On consid~rc uniquernent la prcrmiere probabilit6.

Px (f{L < 01 n (R > r) nl A,)

<P+({M,++ 'R < 0}fn{R >r}).
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On pose(2

L/t exAV VIAft ~-(Af+)a2

avc-1 < it < 0. D'apr~s (5.6), f{Zt, a < t < b) est une P+-martingale et
E+(Zt) 1. On a

P+ (f{M'R < ol{R >r))

<P+({Zb >exp{PO -. (1 + y)r}

(f 2

avec k, > 0, k2 > 0.
0

En preparation du cas - > 0, sur I'tvinement {y, 96 0, a < t < l
on reecrit L comme une fonction continue de la trajectoire yt = h(XI) en
utilisant la. formule d'lt6 et la remarque 5.3. Pour cela, nous d~finissons la
fonction suivante:

le: IR' -R
K: x .-*~(rr'P'(iJ+B+H;l - H-B-H:1 )x

L = ic(h(X&)) - chX)

I (b -a) Trace (H+B+ If;' -IH-B- H-')

- b(rn- I(HB+ 11 ) h(X,) 12 - rI'(H-. B- .JP1) h(X) 12) ds.

5.2 Case>O0
On utilise les notations introduites dans le paragraphe 3. Pour c petit,

comme pour le test de la variation quadratique, on approche h(Xf) par les
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accroissernents 9k* de 1'observation. On se place nouveau dans l'espace de

On note L (resp. f?) 1'extension de L . RI) S1~ VW (Wi,,J 2) EQ
L(wi,w 2) = L(wz) et R(w,,W2) = 1?(W1).

On cl6finit:

(b a) Trace (H+ B+1H+ -B-flH-

- -'HB++'V - jrFI(H-B-H1 )
k0O

et

R e Z 1F(H+ B+Ik H+ H- IL 11II') k 2I
k=0

On montre tout d'abord que sur Cc, 1'erreur d'approximation est faible
avec une probabilit6 proche de 1 pour c petit.

Lemnme 5.7 VO > 0, VA mali-ice (it,n) syrittique, it existe co > 0, k > 0
tels que VC E (0, col,

P (Cc n {max~ su~p1 Ih(X,)' A It(X,) - 9: A 74 > 4) <

Preuve IWapr~s le th~or~me 3.4, il sufit de s'int6resser 4 la probabilit6 de
I 'v~nement:

A+ nl max sup lh(X,)* A h(X3,) - pZ A Q7k > 4.
IO<k<m- it

Sur N'vknerrient A.., le raisonnement est idpnticque.
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Sur A+,:

sup lh(X.)*Ah(X.) -gAgkil

a fik,tk+aJ

< sup IX;H;AII+X. - X:H;AH+X.1 + JAI Ifk 2 +2 JAI ItbkkIJakt

D'autre part, 1'expression Xt*IIAI4Xt s'6crit:

Xt-H AH+Xt = X:H; A H+Xa, + t Trace (H;AH4++E)

+2j'(II ;AH+XS)-dXB.

sup jX:'H;AII+X3 - XuZH.AH+XuI
tk<58<U:5tk+l

< Trace (H;AH++2 ,)

+ sup 12 1 X:H;AI+1+Xr. dr~
fk5<5tk+II

+ SUP 2 I HE U
tk<ArH$<U+<+dkrj

Pour E suffisarnent petit, nous obtenons:

p (Ad. max sup ih(X,)*Ah(X,) - 9;AgkI > 0}
{ O:k<m-1 ft k't k+J

< P sup ix'i2 > 01/6}

+P(I Okmxt~*(~~+ X:ii;AH+2+ dU, > 02 )

+ fP max '17kI>0,}) + P' (A+ n {max~- 1@kIJskj > 0

avec 01, 02, 03 et 04 > 0 choisis de fa~on ad6quate. On s'int~resse ~.chacun
des quatre termes de droite de 1'iiigalit6.
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I 1ier terme: D'aprs le lemme 2.7, ii existe tj > 0 tel que

Par l'ine'galit6 de Markov, on obtient I'existence de k, > 0, el > 0, tels que
$ Ye~~~V E (0,e, suCi &'~

V a,b] Y 2  0/}

2ieme terme: On pose Mt X;II;AH+2+dU,.

P max sup IMk M, I > 021

O<k<rn-i k*U1 k1

< E P SUP IM!3 - Mt, I > 0/
k=O (h-k1

Soit Zt expfpMt - P-(M)t}, pu E 1R. Prennons p = .D'apr~s le
leme 27, e pocesus{Z~ t 0)est une F-martingale telle que

De plus, Vp >! 1, il existe e, > 0 tel que VC E (0,ep], {ZS/Zt, , s E llkitk+1I1
est une F,-martingale de pi~ussance p - i~rne int~grable.

Pour k = 0,. - ,-m - 1, on d~finit Zk = ZS/Ztk et N'v6nement Dk,

Dk = (m)",~ - (A'f)tk > 02v/-,/2}

On remarque que

P(Dk) < P sup 1X312 > 02

et du lemme 2.7, on obtient

P(Dk) <5e-kl\/r
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pour un certain k > 0 et e assez petit. 11 suffit donc de s'intt~resser la13
probabilit6 de N'v6nement JAP~I ,, A1 - Mtk I > 02/21 nlD':. Or,

P (sup (M, - A'!gj)> 02/2} fDc)

SU P sp > eB2/4v',}) < ke93/14v'r
P ( k tk ] ii

d'apr~s I'in~galit6 de Doob.
En choisissant u ~ on montre de m~me quc

su -(M8, - Aith > 02/2} n D~) ke 9 24'

11 existe donc k2 > 0, E2 > 0, tels que *~ E (0, Eo],

ma sup XikI IAIU - Af.j > 02} < e- (5.9)

3 i~me terme: On s'intesse f {MaXO<k<m..-l11V 1w2 > 031. Nous savons
que les variables al6atoires ti~0 * , wm,j, a valeurs dans R1" sont ind6pen-
dantes et de Ioi commune N(0, e 4). Le lemnme 2.41 entraine le r6sultat
suivant:

P (0max . ITk 1 > 03}) < f1flC0 3/ 2 cn.(.0

4 i~rme terme:

" P (Isup lxii > e'~~+ P Ma lJbkI > 11/ 01

avec k4 > 0 et c assez petit, d'aprcs les lemines 2.7 et 2.4.

Les i6galit6s (5.8), (5.9), (5. 10) et (5.11) permettent de coticlure.
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De ce r~sultat, on de'duit que Ics diffirences IR' - RI et ILc - LI sont tr~s
petites avec une probabilit6 proche de 1.

Lemme 5.8 VO > 0, ii eziste eo, k > 0 tels que VE E (Oleo],

0

Lemme 5.9 VO > 0, ii existe co, k > 0 tcls que W e E(Oleo],

n(C (lIL, - LI > 0)) < e-k/sfl

0

On choisit arbitrairement r > 0 et on d6finit les 6v6nements suivants:

CtT'(a, b) =CC(a, b) fl {R' > r}1,

C.(a, b) =C'er(a, b) fL' 0 1
Cer'(a,b) =CC-r(a,b) fl LL < 01.

Montrons que sur C,,, la statistiqlue L' nous permet de choisir entre "A+"
et "A...", avec une probabilit6 d'erreur d6pendante de E, r et b - a.

Proposition 5.10 Soit r > 0, Il existe Eo > 0, kc1 > 0, k2 > 0,/k 3 > 0 tels
qu eVe E (0, EoI,

I)(A n C~r e-ki l"e + k2 e-k3r,

P(Ac. n C-r k/ + k 2 e 3

Preuve On d~rnontre la premiere incgalite':

Ac. n Cc.r C (A -n C',) u (A u A+)c nCc.

D'apr~s le th6or~me 3.4, ii suffit dIe s'int6resscr N Fv~nement A-. fl C"'r. 11

existe 0 > 0 tel que

A-lc4n C A- nfl{> r -0)fn{L >01

U A-n(flR>--Ofn{-O < L <01 3-'
u (Cc n{ IrI'>O0)) u (Cc nIL I > 0))
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On conclut en utilisant, les propositiolis 5.5-5.6 et les lemmes 5.8-5.9.
0

Int~ressons nous au terme de pr6cision RE. On d~finit une fonction b[,a,b]
IR+ --4 [0, 1[ de la fagon suivante:

b(a,b](X) =P in 1-(H+B+JL 1 - IL B..H-j) Hf+ 12 <X}n fCE (a, b))

La fonction b[,a,b) est croissante, born~c par P(CC(a, b)) et il existe cm1, > 0
tel que Vx E [0, cj,,f 1, on a

ba)()= 0.

En effet, sur I'v~nement C',

I(X ,,u)jKc, VsE[z,b].

Donc, d'apr~s l'hypotI~se (HD2) et le fait que h(A\,) = A~, ii existe c,,1 > 0
tel que

inf IF-1 (H+R+H-' - 11-B- I-) ll+Xk f > cnj. (5.12)
[a,b]

On note que Cin ne d6pend pas de I'intervalle deC temps [a, b].

Lemnme 5.11 Soil r > 0, A > 1, ii existeeco > 0, k > 0, tels que Ve E (0, col,

P({RL < r) nCr) <6a ( a) + ek/R

Preuve VO > 0, on a:

IR <rlnCrc [IIR' -ftI>01fl]ru [{f? <r+0lCrI.

Rappelons I'expression de P,

ft = lb/jr- H+ JIB+ IV - IL B- I/-' ) h(Xs) I'ds.

D'apr~s le lemme .5.8,

P(I IR - Rl > 01 n Cc) cklI



D'autre part, il existe 0 = (A) > 0 tel queJ

{R < r+0}l c,

cr- U (H+ B+ H-' - H- B-H-) (h(X.) - 4f2d.9 >40

u {jr-(H+B+H-'1 -LB-H-j)H+X.t j'ds <Ar} n ce.

La proposition 3.1 implique que pour tout 0 > 0, Ia probabilit6 du premier
iv~nement est exponentiellement failble quand e est petit. Ainsi, ii sufit de
S'int~resser la probabilit6

P ({ p1 +111 - H-.B.H-j) H+X t 12 ds < Ar} n Ct)

On conclut en remarquant que

({jr-(+- H-LB- H-') H+Xk 2 ds <Ar} nC')

<P infir 1'(H+ B+H- 1 - B- H-') H+,kZI 2 < bA} n cc)

Remnarque 5.12 Sur Cc, le terme de precision R?' est minor6 avec une pro-
babilit6 proche de 1, par rin1 < (b - a) cm, , ,n ddfini en (5.12).

Dans le r~sultat suivant, on met en 6vidence que le choix de r est un
compromis entre r6duire la probabilit6 d'erreur dui test et maintenlir une
probabilit6 de d6cision assez granide.

Th~or~rme 5.13 Soil A > 1, ro > 0, i! existe lzr > 0, k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0
et une fonction croissante p',,:R' -+ IR, lels que Vr E (0, roj, We E (0, Co],

P(Ac ICe'r) 5 ckI/v/c + Ptab ( 61 A) k2 e-k3r

P(A': IC-' e-~"' + P~b (2Ii)
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Preuve D'apr~s Iapr-oposition 5.10, iinous reste ~minorer les probahilit6s
P(CG"'(a, b)) et P(C-"r(a, b)). Consid6rons ]a premniere:

P(C+"7 (a, b)) =P({L' >0 o nc,) - P({L' >0 o)C n , {w < r}).

Le lemme 5.11 implique I'existence de k > 0 et deec0 > 0 tels que Ye E (0,eco],

P({L' 0) lnC' ni I{R < r) b[ 6 -( e- (5.13)

D'autre part, par un raisonnement similaire i. celui de la demonstration
du th6or~rme 3.4, on montre qu'il existe /3, 0 </ < 1, tel que

P({LE > 0) n Ce) > j.(.4

p(C+,,'r(a, b)) b-([a,bj() -

On d~finit une fonction Pc,.6j IR+ --4R1:

pj061x) - - 6a.61 (X) - e/V

Ainsi, nous pouvons d~duire qu'iI existe Eo > 0 et ro > 0 tels que Ye E (0, Eo]
et Yr E (0, roJ,

P(Ac (a, b) 0 c;'(a, b)) :5 Ckl r + PC .61 K ) k2 e-k3r

0

Remarque 5.14 Yx > 0,

Pfa b] (X) 14,bJ j- 1 )=j

I- b -
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Rernarque 5.15 Lorsquc e -*0, Ics probabilit6s d'erreur ne convergent
plus vers z6ro comme sous l'hypotli~se (IJDI), mais vers la (juantite

C(Ar k
P[0,b] _ e2

Le facteur pfe~bI ( correspond P linverse de la probabilit6 de prendre une

decision sur l'intervalle [a, 6], il est petit quand le rapport est petit. Le
second facteur est Wi a* la probabilit6 d'erreur du test, ii tend vers zero lorsque
r tend vers +o0. Ainsi, cc test ne pourra d6cider correctement que sur des
intervalles de monotonie suffisament longs. Ceci est la difference majeure
entre la situation sous (HDI) et sous (11D2).

Procedure du test du rapport de vraisemblance sur les accroisse-
ments de I'observation:

Comme dans le test de la variation quadratique, nous introduisons rl, Ie
temps partir duquel nous pouvons prendre une decision pour une proba-
bilit6 d'erreur donn~e.

Soit -r1 , a < rl < b. Sur C'(a, b) : apr~s un certain temps qui peut
6tre al6atoire, rl - a, on d6cide entre A+ (a, b) et A-.(a, b) d'apr~s le signe
de la statistique L(a, ri) calcul6e h partir des observations recuejillies durant
I'intervalle de temps [a, i]. Cette proc~dure se r~sume de la fa~on suivante:

On d~finit deux nouveaux 6v6nements tests:

Q"'(a,b) = C'(a,b)flC"'(a,r1 ),

Q- (a, b) = Ct (a, b)fln - (a, 1).

Corollaire 5.16 Soil A > 1, ro > 0, 21 existe co~ > 0, k, > 0, k2 > 0, k3 > 0
et une fonction croissante p I + *IR t es que Yr E (0, roJ, Y* E (0, 6o],

P(A' (a, b) I Q ,r(a, b)) :5 c-kI/.fl + Pe .61 (Ar k) k2 e r

P(Ac-(a,b) jQ'-T (a,b)) c-k1 + P(a.bj (TAIa k2 &k3r



f

Preuve D~montrons la prezni~e iin6galMt:

Ac (a, b) nlQ+',(a, b) c A' (a, TI) nlC+',(a, r1 )

U A+(a,ri) flA'(a,b)nfCe(a,b).

L'inclusion suivante

A+(a, r1) flAc(a, 6) lCe(a, b) C (A+(a, 6) UA-.(a, b) )cC C(a, 6),

le thor~me 3.4 et la proposition 5.10 impliquent

P(A',.(a, b) nl Q"( b)) :5 e-Iv' + ke(5.15)

avec k, > 0, k2 > 0, k3 > 0 et c assez petit.
De m~me que pour le thor~me 5.13, on termine la demonstration . Iaide

du lemnme 5.11.
0

Remarque 5.17 Ce test a 6t mis en o.euvre sous la forme s~quentieIle dans
le chapitre 11. Le temps rl est consid&r6 comme un temps d'arr~t. Contraire-
ment ce que N'tude pr~c&1ente laisse sous entendre, nous ne cumulerons
pas la statistique Le jusqu' t ce quc R(a, 71) > r avec r d6termin6 pour une
probabilit6 d'erreur donn~e, mais nous d~terrninerons des homnes 11 > 0,
12 > 0, qui permettront de prendre tine d6cision d&s que LC(a, r1) :5 -11 ou
L'(a,ri) >12.-
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6 Le test du rapport de vraisemblance sur
les sorties des flt res de Kalman-Bucy

Dans ce paragraphe, notis jpresentons un test pour d6cider sur l'v~nement
CC, entre "A+" et "A-" partir des sorties k+ et A- des deux filtres de
Kalman-Bucy, (FK+) et (FKL). Si not's savotis (juC (Xi, it) est. diffirent de
z~ro sur 1'intervalle [a, b], avec tine probabilit6 proclie de 1, on peut supposer
qu'au bout d'un certain temps d - a, avec a < d < b, si (X,, u) > 0
(resp.(Xi, u) < 0) Ia Ioi conditionnclie de X.t sachant. Y est proche de la
loi gaussienne N(Xk+, R+ ), (r-esp.N(XJ-, R- )). On construit une statistique
de test Z4 du type rapport de vraiseinblance, [aiisant intervenir k+' etX.
Sous I'une des lhypoth~ses suivantes:

(7T ) DII I H+-KII /I- 0(1)

ou

(11-D2) et

On montre que Ic signe deC cette stat :stiquc iions perniet de choisir entre "A-.."
et "A+". Evidemment, comme non;i Pawons %-u Iprccdeminent, la qualit6 du
test n'est pas la rn~ne (ans lcs sitiiatiotis du type (1) et (2). Sous (7JI D),
la probabilit6 d'erreur est exponenticlient faihie Iorsque E est peCtit. Souis
(7TDI-2), la probabilit6 d'errcnr depend de e et de la longueur de l'intcrvalle
de temps [a, b].

Ce test a 6t6 propos6 clans [6., u11i((teJieft 'lars le cas oi liypothisc
(HD1) est v6rifh~e. Contrairemert i cc qui a &t6 fait dans cet article, nous
allons justifier cc test incl6penla-muent des i'~stitats des tests pr~c~dents.
dans un cadre plus g6n6ral. La principalc difficult6 r6side dans le fait que
le coefficient de diffusion n'lest Fins suppos6 constant commtie clans [6], niais
constant par morceaux.

Etudions tout d'abord le Ii .n cntre Ics lipothe~svs (IID1)-(!1ID2) ct les
hypotI~scs (7T-D)-(7T132).

Lemnme 6.1

* Lhypofh~se (HDl) irnpliqLC (IWDI).



*Si tes matrices H+G+ et H-.G.. sont sym~triques, P'/ypothise (HD2)t
implique (ITP2).

Preuve D'apr~s I'&uation (2.11), on note que

JH+KZ -H HK- I IH+(I?+H + G+) - IL(R;!1 + G-.) oo0 0(eI
IjI4+E+j jE- j.LI+ (e).

Donc sous (HD1), IH+IfZ - HIfA'j > 0(1).
Sous 1'hypothse (11D2), on a dlapr~s (2.11):

- (I?+ II + G+)(IJI.; + G+)H. 61

La sym~trie des matrices H+G+ et IL-G. entraine celle des matrices
H+(R,H; + G+) et fL-(R7-jI: + G-). l'~galit6 (6.1) s'6crit

[H+(R.+H; + G+)]' = [IL(R- H' + G_)1 2.

D'autre part, sachant que ces matrices sont stables (Cf. remarque 2.2). on

en d~duit qu'elles; sont 6gales et que

IH+K,:I - JLA'jI = O(e).

0

Remarque 6.2 L'hypoth~se de syrn6trie des matrices II+G+ et ILG-. est
6videmment v~rifi6e dans le cas n =I et clans le cas d'ind~pendance des
bruits de dynamique et d'observatiori.

Pr~sentons un cas o6i l'hypoth~se (111)1) est v~rifi6e alors que (IID1) nc
P'est pas.

Exemple 6.3

H+ /= L F+ =1, 72=

avec la matrice HI non sym6tricjue.

1-52



On v~rifie que

et on pose

HK+ = Jl'IJ? + HI+ o(,-)

HA'.. = IIRj H + o(e).

Vui que la matrice HR Ho est sym6trique et que H ne 1'est pas, on ne
peut avoir 6galit entre les deux matrices IIR+Jf' + 'Het HR-;H. Ces
matrices ne d~pendant pas de eon a donc

IH+KZ - H-LK- = 0(l).

11 est donc important de noter qu'iI existe des cas oii le test de la variation
quadratique ne petit &tre appliqu6 mais par le test du rapport de vraisern-
blance stir les sorties des filtres de Kalman-Bucy nous pouvons d6cider entre
"A+" et "A-" avec. une probabilit6 d'erreur exponentiellement faible pour C
petit.

Donnons I'id6e g~n~rale de ce test. On d6finit stir (fl,,F) la Ioi P sous
laquelle le processus {YI/e. I > 01 est tin FY-processus de Wiener standard:

d P x 4! ' 1; (X .H' s 'I ' jh(X )I 2ds}

Introduisons les notations suivantes:

+

h 'T = It-Xf,

hi= Efh(Xt) I Yt].

Soit 0 < a < d < b. On introduit les decompositions suivantes, pour t E [d, b]:

dYt = iztdt + dw+

dYt = ht dt + -(wi
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avec {wt -+ ;d t b (resp. {w - wjd <t <b} )un Processus de
0 0 

0

Wiener standard sous la, Ioi P+ (resp. P-). On d6finit Ics probahilit~s P+

et P- sur (f,-16 en utilisant le Icinrne 2.8 et le thi6orL-ne de Girsanov:

0

= CXP I-jI I T62- 3Ihd~
d p dJd J

0

d Px{j j'h-dY8  I' h-2 dS}dpd

Ainsi, nous obtenons la statistique:
0

In + f~ (h+I -j-) - (h+I - Ih- 12 ) dt (6.2)
dP-

on pose

Xf,= (X, , u),
Xt+= Sup(0, Xt'),
xl-= suip(0 -X).

R6crivons le syst~me (2.3):

±~ 1X,.)(F+dVt + G~diVt) + 1Xi<)(F..dV, + G..dW),

(X, = :O [1x>o!+XY + I{X',<0 1 I-XtJ dt + e d1lYt.
(6.3)

Nous nous inspirons de cette d6cornposition pour introduire detix proces-
sus interm~diaires {A'h'; t > 0} ct 1.1!J; t > 0). Par tmn changeinent deC
probabilit6, nous construisons tn JprobIcrn de filtrage lin~aire oil Ie proces-
sus {M,+ ;t > 0), respectivernent t >1 0), est le processus i estimer et
{t Y; t > 0) le processus observ6.

Int~ressons nous au cas- positif. IWapi/s !a, formule dIt4-Tanlaka. oil a:

=" lx.0)o(BhX, idt

+1 (X 4 F(+ dVj + 6'+ dI'1'. u) + dL, (6.4)



avec L'; t > 0) le processus temps local on zero de la semi-martingale ri~e11e

{X; t 0} L'6galit6 (6.4) se r6t6crit:

dX"+ ~1{xi.+? oi(B+Xt, Uldt + (FdVt + G~dWtu

-1{xi.,+..)(F+dVj + G~dWt, u) + I!dLo
2 t

Soit 0 < a < d < 6, on introduit un processus {X+ ; t > 0} v~rifiant
(X+ ,u) = X"+ , Vt >a:

JdX=1. {x9.+soiB+Xjdt + F+dVt + G+dWil
I. '~ 1jXI.+..=o) [F+dVt + G+dWt] + !dL 0 u, t > a,

Y+=Xt, t <a.

En remarquant que

f+X -1x4oB+Xt = B+Q(X+

on obtient:

dX+ = B+Xtdt - B+Q(X -I td

+F",+d-j + G+d~Vt

_I~i. .)['+~j+ G+dIV~j + I-dLv 't, > a.
1 1)

On d6compose X dc la [a(;on Silivantce:

* (Af+ ;I > O} e-St le processus de6fin3i par{dMt+ = BJAMtUJI + fl(- -$ t ldt + F~dX4 + G+dW1t, t a,

M+= Xj, t < (I.
(6.5)

0 ?Pt f."" B+Q(\xj. - IX 6)X)d



t =p~ Fj. jt I X#,-+=.01 dV, + G+ LLV #-+=0

. 0, !L - L')u.

Consid~rons le syst~me suivant, Vt > a:

dMt+ = [B+Mt + B+(- - I + dt + r dV, + G+dV,,
dYt = [fI+Mi+ I+(-?P , -~ + I 1{x,, o) H- dtXdW

On pose(6)

c4 I t ~ t (6.7)

H f(ika + (Pa _ 0a (II <0)11Xt, (6.8)

et on d~finit IeI processus {,t >- 01 et {Wj9 , t >- 0) de ]a mani~re
suivante:

V, Ia cds,

Soi t

et Xp a'dV -t - f3d11'

~(IS d - I - /v 13.2 ds I

Le lemme 2.7, Ia majoration (3.9) duiimoiient exporientici dti processus temps
local stir [0, T] et I'in~gaiite' de Catichy- Schwartz impliquent

(eXPC(Ia,12 + 10 t/eIl)) < ±x>-- VI E [0. TI, pour tn certain c > 0,

donc E(Zt') I 1, t > 0. On petit alors (lefiflir la loi de probabilit6 P)+ suir
(fl,.F) par

dP+

telle que {(Vr,+, CV,); 0 < t < b} cst ini P+--proccsstns de Wiener standard hi
valeurs dans He".n On note (11C P+ clcpciid dIe E.



Remarque 6.4 Les restrictions de P et P+ (Q1, F,,) coincident, et

VD c A+(a,b), P(D) -P+(D).

* Pour t > a, le syst~me (6.6) s'6crit:

II =HMtdt + 6 dwt+

t On introduit la decomposition suivante:

d Yt = II+ M1
4 dt + c Dt, (6.9)

oi Mtt = k+ (Mt I Yt) et j;+ = ~t + fo' I+(M~ - Mfl+ds. Le proce.,sui
jv;0 < t < b) est 11n Ft--proccssus de Wiene~r standard, dit pr-ocessiis

d'innovation sous la loi P+. En taiiisan (6.9), on doline une aiitre expression
de la statistique L' d~Th'iie er, (6.2)

= (NV+)b + Nb+
2

+-)(UllfvMt - 11Xk) di, (6.10)

aver,

At 1 d -h;+3 ~

De la rn~rne facon cpue ii-us av(,ns d61ini la prohabilite (i, n cdefinit lit
probabiRit f sur (~ F,.La statisi'iquc dle test s'&Yit

21

+I - hf(fAr- Ilx))di, (6,11)

avec

et {J Z, 0 < t b) e it tin procrcsss de Wiener standard sotis la Ioi P

Remarque 6.5 (N+)b l Nb.
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Montrons que sur l'v 6neincnt Ce(a, b), la statistique de test LCpermet
de choisir entre les deux alternatives "A+(a, b)" et "A..(a, b)". Nous con-
sid~rerons le "cas poxlitif", le "cas n~gatif" 6tant similaire.

Premi~rement, on s'int6resse la diffirence IMt+ - XtIi sur Iitral
de temps [e, b], avec 0 < a < e < d < b. On remarque que sur A+ (a, b), les
processus {Xt; i > e} et {Mj+ t > e) sont solutions du m~me probl~me
de filtrage lin~aire avec des conditions initiales diffirentes. La loi initiale
du second n'est pas gaussienne, mais pour - petit, le filtre 6tant m6moire
courte, ii est pratiquement insensible . la loi initiale h partir d'un instant
e > a.

Lemme 6.6 Soit 0 < a < e < d < b,
VO > 0, i > 0, q : 1, it exisle kq,,, > 0, Eq,,I > 0 tels que VC E (0,eqI

-f; 5I-q dt > Oc l A+(a, b)) < e-k.#p/

Preuve Soit Y , = a(Y, - I", a < s < t), t > a, preiirement nous mon-
trons que sous la loi P+, les tribus ),, et u(Alh V ya sont conditionnellernent
ind~pendantes sachant o'(M0+) pour t > a. On rappelle que 1+= X". 11 est
clair au'iI est sufisant de niontrer ciue

o'( X0, 14, I4" S < .) i(X.) a( V', ( - V. W,1V, - tV_, s > a)

En utilisant iiirnpiicatior, suivante:

et Ie fait que

or( V,~ J' c-~ ).( A. ,,114,*< a,

oin oblucr~t I lind~pendance condcbt iwwelcI I dena ndt~w. Nou s ei; d&1uison s les
cgalites suivantes:

'V + (" ft I.,i
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Soit MMI ., 0  , est la sortie du filtre de Kalman suivant:

dft. =B+if,+dt + ~G R~P(Y-4~d)
(G+ + .=x)( t +f.td)

a.,

F+F + B+ !GH+)~t+ R~,t(B+ !G+H+)* (6.13)

R.+ =0.

On pose Ka, G++ !Ra+,tH;. D'apr~s (2.7), il existe k > 0 tel que

IR.+, - R.+I 5 &e pour t E [e, b]. (6.14)

Les 6galit~s (6.13) et (2.12) impliquent:{d(.kt -R.tf B+- C.+)(k+-]Q)d I If Kt)&D +

-k.- X^a+- Xa

Vu qe I maric A eB - ~00 est stable, en utilisant (6.1~4) et (6.15),
on montre que pour q >1, t>e, ilcexistekq, > 0, vq > 0, e7 > 0 tels que
VC E (0, Col,

- q -< vq ( I E+ IV,,Iq + t+1 +I e-~e

Sous les lois P et Ples vecteurs Xa0 et X+ ont tous leurs moments finis
d'apr~s le lemnme 2.7,a

k+I.11EXIJ' < +00,

kEjX +q -EjX ,+I < +00.

On en d~duit
E~~IX~~ - AIq~ q-~

pour t > e et un certain a9 > 0. D'apr~s (6.12) et l'in~galit6 de Jensen, on
a, pour t > e:

= - + E (+I't - ' all I YOM)q

< kl;SI -

< aqer- kdc. (6.16)
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Par le th~or~me de Fubini, on obtient

E Ik +X _ 1 jt < q(b - a)e-kIe. (6.17)

L'in~gafit6 de Markov et la remarcjuc 6.4 nous permettent de conclure.
0

Int~ressons nous au terme de pr~cision.

Lemnme 6.7 Soit 0 < a < e < d < b,

Sous (7T~2): il existe r~n < 0, co > 0, k > 0 Lets que Ve E (0, Co],

P"({J dt~s < r'ni flInC((a, b)) _< cl

Sou asns sur-2) Ca b)st fl >(, ) , Ia 0~nntrto atel simliE (0uCol

Peab fl'd <Ar.,.(a~abb).e

dIL d 3 I)

En utifisant la d6composition siiivante

on obtient

(1Zt = _AZjdt + (!I..+II1- ILI:_')II+,Xdt

+ -(114K ILKl+ )d
+- (if+ K+ - II K k) (1, (6.19)

avec A =H B ef.II:- IL K-, matrice suable pour E assez petit. (Voir la
rernarque 2.2).
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Sous (THTD1): On d~compose Zt de la mani~re suivante:

____~ 
+Z()

avec {Z(' - AZ(')dt + (H+ -K;&

'A - A)dt +(H+B+H;l -IL-BJI:)H~fXj+dt
+ (H+K+ - H--(Hk - H+Xj+)dt

Montrons que Z2)est de faible contribution:

Z( <1: jejA""-e)j ±1 j' A(-a)u+ H; - H H )H+f(,ds

+! jbe'A(-.)(HK+ - -(,)(H+k.+ - H+X .)ds

La stabilit6 de la matrice A entraine que le 1'* terme est exponentiellement
petit pour t > d, et du lemnme 2.8, on d~duit que le second est au plus d'ordre
O(E). Int~ressons nous au dernier terme. On note

=t C e~~(H+K',0 - ILA'j(H+ ,j - H+X3+)ds.

Les in~galit~s de Caucliy-Schwartz et dle Jensen impliquent:

p4t 12 < 112Ii12 t J A I IH I icA(t-s)j s 2 '1 5 id

Du lemnme 6.6, on conclut que VO > 0, ii existe k > 0, co > 0 tels que
We E (0, Co],

-(.supI10jI'ds >O 0fnA+(a~b))< ckc
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Consid~rons 41):

-(I fteA(ts)(HA~ L~d~

Pour completer la demonstration sous 1'hypoth~se (HDM), ruontrons qu'il
existe r, > 0, k = k(ri) > 0, co = o(ri) > 0 tels que Ve E (0?,e0l,

dt b z~ ,i <r } nA (a, b)) < e-/ (6.20)

Le processus {Z t > el v~rifie I'quation diftrentielle stochastique
su' vante: {Z1 A AZP('dt + (1+If+ - - fA'jdCJ4 t >e;

z =0 0.

La matrice A 6tant stable, il existe une solution unique 1H, f 1 1?* > 0,
de I'6quation matricielle:

AT + HIA = T.(6.21)

D'apr~s la formule d'It6 et lNquation (6.21), on a:

IJ6 z( 1)12 dt -7()-I61 +± ()-Hdl + Nb -Nd

(- d) ;1If(1I+A'. -1 2LJ)

avec
= 2 ZW)*IHn+AI- L ')+

On remarque que sous (flI), ii e%.ist, f1 > 0 tel que

p -+ Zd1('HZd(" + Nb - N7,1 > 0} n A.*(a, b)) < e-*-5
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P -b"*rzl + z()* d' + Nb - NdI > o} l nA,(a, b))

+ P({!Nb-NdI > 'I}nlA+(., b))

De la m~me fagon qui n.,us avons obtenu la majoration (3.8) daris la demons-
tration de la proposition 3.1, on montre que

P suplz(1) I' >i nALa b)<e (6.22)
Q[d,b] 41111A(ab)

pour un certain k > 0 et e suffisament petit.
Int~ressons nous . la probabilit6

PQ{INb - Nd > 0fl A+ (a, b)).

Soit I't&vnement D = {(N)b - (N)d > D'apr~s (6.22),

P(DfnlA+ (a, b)) 5 e&*lv-.

On consid~re donc la probabilit6 de I'v~nement

0
{I'b - A'dI> j}nlA+(a,b)fnlDe.

On introduit la P+-martingale exponentielle

Ht= exp {(Nt - Nd) - ~!((N)j - (N)d)}

L'in~galit6 de Doob et le fait que t+(I4) I imphquent

P(Nb Nd> }flA+(a, b)nlD')

N6 -+(N Nd> } Dc)

<t+({Ilb > eeI < e-
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De mnme, on d~montre que

P ({-N 6 + Nd > fl+ A(a, b) lDc) < e- 9 ~

Ainsi dans la situation oii Ihypoth~se (11Th) est satisfaite, nous pouvons
conclure.

Sous (iiP2): On d~compose Zj de la mani~re suivante:

zt =-( + Z()

avec
dZ,(') - AZ( 1 )dt + (H+B+H- 1 

-

I-ZI 0,

'1Ze2) -Ze. +I+(

Montrons que Z2)est de faible contribution:

Z(2) < eA(I-e) II Zel

+ f t e 'A(ts) (Hl+If. - H...KZ)H+(R.Z - f(+)dsl

+ jesA ts)(II+A' -H-K-)'d ,J.

La stabilit6 de la matrice A et le lemme 6.6 nous permettent de n~gliger les
deux premiers termes de droite de I'in6ga]it6. Int6ressons nous au troisieme.

On pose

=P e7(3 (1I+K+ - I--dD

o i II+ KwZ - H- K; est d'ordre 0(c) sous (7M.2). A I'aide du raisonnernent
qui nous a permis d'6tablir I'in~gaIit6 (3.8) et la remarque 6.4, on montre
que

P njiu b 2  J lA+(a~b)) e-'
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poure sufisaent etit

poEn sufsaent pertiete tlsn adcmoiin(.8,o bin

-e ( )D a) ,dIs~ d

-teA-)DH + dsA-eAt)H

II

+ e 1  e (t-)DHB.k+ds

+CA ec e~~sDIIK I'H+(ft4 - X)ds

+ EA-1 j e~( )DII+K.+dC5. (6.23)

S'on note Tt les quatre derniers termes de (6.23), on montre par des raison-
nements similaires . ceux qui pr&cdnt, que VO > 0, 3k > 0, co > 0 tels que
VC E (0,e-o]

-P u ITt 12 >0} fl '+(ab)) < ek

Le premier terme est donc prdpond~rant. Pour conclure sous (HD2), mor-
trons que sur CC(a, b), ii existe r2 > 0 tel ciuc

11 b 1 1 .~g 1 2 dt> r, (6.24)

Sur CC(a, b), on sait que I(~ u) I > c, Vt E ja, b]. Donc, d'apr~s l'hypoth~se
(77752) et le fait que hA) -A i l i existe c,, > 0 tel cjuc

~IlfA-DII.+' > c~f (6.25)

D'o , si nous prennons r2 < (b - d) c21,f, la minoration (6.24) est v6rifi~e.
- 0
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Remarque 6.8 La difference cruciale entre Ics deux situations apparait dans
ce Ierme. Stir C', avec une probabilit6 proche de 1, le terme de pr&ision

j ~ hj - h- 12ds est rninor6 par:
in!ff sous (7Th)

m n U (HD2).
Remarque 6.9 r?1 < r2  (b - d) cinf avec cinf d~fini en (6.25).

Sous l'hypot~ise (7TD-2), on d6finit une fonction croissante S(a,bJ:

'5[a~bj : JR+ .[0 (6.26)

Yx > 0, 45(a,b (X) = P ({infD t 72 < x nC'(a, b)) (6.27)

D'apr~s (6.25), ii existe Ci > 0 tel que

Vx E [0, cm1] 6[abJ() = 0.

On montre le r~sultat suivant:

Lemme 6.10OSoitO< a <d <b, r >0, A >1.
Sous (7TD-2): il eziste co > 0, k > 0 tels que V,- E (0, Col,

P {~I ' dt < r} n C'((L, b)) + '5[obJ (cd)

Preuve D'apr~s la demonstration du lemmne pr6c6dent dans la situation
(HID2), ii suffit de s'int6rcsser

En utilisant la d~finition (6.27) de la fonction 6 (bon conclut par les
in~galit6s suivantes:

P in -IH,+12 < Ar}n fC(ab))

(Ar
(b - d)b
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Sous I'hypoth~se (77ion a le r~sultat suivant:

Th~or~me 6.11 Soit 0 < a < d < b.
Sous (MID), ii existe -0 > 0, k > 0, tels que Ve E (0, col,

P(A- (a, b) I ILE < 01 fCc(a, b)) < ek

Preuve On d~montre la premiere in6galit6:

Ac+ n{L >O01 nC(a, b) C [(A+ UA-4cfnlCj U [A-.n C n ILE > 0)n CE].
Le th~or~me 3.4 implique

P((A+ U A-) nl Ct ) e&/

D'apr~s (6.11), sur I'V&nement A.., la statistique Vs'6crit

(N- 1 + AIC

+ -(H- hf( L.A - H- Xfdt. (6.28)

o i le processus I{NJ, t 0) est une martingale d~finie comme il siit

Les lemmes 6.6 et 6.7 dans le "cas n~gatif", nous indiquent que Ie dernier
terme de I'expression (6.28) est n~gligeablc devant le premier. En intro-
duisant une martingale exponientielle et en utilisant le lemme 6.7, on obtient
facilement le r6sultat. (Voi r [4106,'5*~).

Soit r> 0 choisi, on d~finit Ics 6v%,nerents sivants:

(a, ab) = Ctfl{n i(h+ - h-)'dl r}

Ci(a,b) = C--T (ab)nfL >L 0

Cj(a, b) = erab) n {L' < 0}
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P(A (a )n0-(,b)<ek-f-e-L
+

P(A'- (a, b) nl 0Cg'(a, b)) 32~"'

Preuve On consid~re la seconde in6galit6. D'apr~s le th~orme 3.4, nous

consid~rons uniquement la probabilit6

P(A+ (a, b) nlCrab)

D'apr~s (6.10), Sur l'6nement A+, la statistique Vs'6crit:

- I
V = -(N+) 6 + NV6

4

+ I (N+)b +-1 )

avec
= Nt -h+~

La sornme des deux derniers terines est minor~e par la variable al6atoire Z,

9 ~2 Id('

Montrons que la variable Z est strictement Positive avec une prohabilitj
proche de 1. VO > 0,

P({Z < 0} n A+~ n Cc) : P Q(N;+), <} 0-.Cc)

+~ ({2 2  
+ - \ ds > Uri A

Onl applique ic lemine 6.7 aU premie cree choisissant 0 > '1? Onl

utilise Ic lemme 6.6 pour majorer ic second terin, et onl obtient

<({ <o nl A, n CC; <



pour c suffisament pctit. Consid~rons les deux premiers termes, de- la statis-
tique L'. On doit estimer la qi-antit,

P{(A+4  I N, +1 N- < 0} il (N)b r}) .

Par le- lemme 2.8, on sait cjue V/1 E llt,

~+(exp yNb -p"/2 (N~b}) = 1. I
Sur A+ nfl(N)b r), si p < 0, on a la minoration suivante:

jdb- -b + pr

En tenantp o oin

{<f+(exp T- Nb - T2-(N)4 32 32)

Montrons le th~or~me suivani:

Th~or~ e 6.13 Sit0 <a <d <b A >1, ro >0.:IR R

SoeueDs I aY2,i prosi , on 6.2, efii n roste A' (aoe les prda-

Pii~ P(A'(a, b) et P(a, b)).e-/ La (Imofaio b]t siiar e- c

b10,1ab)eklA L

Al -) W./~ (6.29)

ofi la fonction 111 b [ d- 0, 1[ est donnie par (6.27).
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Remarque ,6.14

VX> 0 P^a,bJ(X) PAc,b] 2 =__ _

Comme le test present' dans Ic paragraphe 5, sous (7 i2;e tst ne
pourra decider "correctemient" du signe de (Xt, u) que sur des intervalles de
monotonie suffisament longs.,(Voir la remarque 5.15)

Proc6dure du test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
flltres de Kalman,-Bucy:

De in~rne que pour les tests pr~c6dents, on introduit T1 , a < d < 1,.5- b, le
temps . partir duquel le test petit prendre une d6cision pour une probabilit6
d'erreur donn6c. On d~fibit respectivemnent sous (7T1) et sous (7T2) deux
nouveaux &6v6nernents tests:

* Sous (TI-DI),

Q' (a, b) =C'(a, b) nl {L'(a,iri) 0),

*Q' Sos(2, (a, b) =C'(a, b) nl {L(a, i) < 0),

(ar b) = Cc (a, b) nlOf" (a,-,,)

A l'aide des th6or~mes 3.4, 6.11 et '6.13, on d6duit par tin raisonnement
identique i ceiui~du corollaire 5.16, le r6sultat suivant:

Corollaire 6.15 Soit 0 < a < d < b.

Sous (77ThI),
ii eziste CO >0, k > 0, tlts que' V E (0,eo),
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Sous (WD72),
soil A > 1, ro > 0, il exisle k, co > 0,. uiie forselion croissanle [
IR+~ JR tels, que-Yr E (0, rol, We E (Oi eo]1

P(A (it, b) Q "1(a6)< ~" + b)-ii --

P(Alf (a, b) Q4,r(a, b)) :5 6 ,kv'r + A3 ,b( Ar C-3
-d~

0
L Cc corollaire met en 6vidence que le comnportement de ce test diffire sous

1'hypoth~se (W-D) et (WD2). Dans la situation du type (2), il no pout
prendre des decisions correctes que sur des intervalles de'temps suffisament
grands. Dans les cas oji 1es-hyppth~ses (T77Y1) et,(HD2) sont vt~rifi6es simul-
tanement(voir oxemple 6.3), il est clair qu'iI est pr~f6rable d'utiliserle test sur
les sorties des filtres do Kalman-bucy plut6t que celui sur los accroissements
de 1'obseryation pr~sent6 dans le paragraphe-5.

11 est important do souligner qu'en dimension n > 1, dans certains cas, le
test sur les sorties do Kalman-Bucy permet de de~cider du signe de (Xt , u)
dans une situation du typk. (1) alors qpe le test do la variation quadratique
ne peut 6tre appliqu6.

Remnarque 6.16 Ce test a 6 mis en ceuvre sous forme s6quentielle dans
]c chapitre HI. Comme dans Ie test du rapport de vraisemblance sur los ac-
croissements do l'observation (voir remnarque 5.17), on determine, pour une
probabilit6 d'erreur donri6e, des borncs 11 > 0 et 12 > 0 et non la borne r
du terine de pr6cision. cites permettront de prendre une d6cision d~s que
Le (a, T-1) 5 -11 ou L'C(a, Trj ! 12. Ces bornes sont diffrentes sous les deux
hypoth~scs (TI7JI) et (ITD2).
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7 Erreurs d'approxirnation

Supposons, quo V'on ait conclu A. laide d'une -des. proc~dure- 4pr6sent~es
precdemment que Xj > 0 pour t E~ [a, b]. Nous prendrons alors Xj' comme
approximation ,de E(X6 j Ye). Estimons l'orrour d'approximation de la moy-
enne conditionnelle. Soit 0 < a <- T, < b, on considere los e'v6pements
sui vants:

sous (I!D1):

Q'-(a,b) = C(a,b)flC-(aj).

Sous (HD2): C(~~i~~j)

Q t"cL,b) =C~~

QY"(a~b) = C~(a,b)l"(a, TI).

Sous les deux hypothises (7Th-D) et (IT2), la discussion avec les 6v6nements
du test du rapport de vraiseniblance sur los sorties des ifitres de Kalman est
simiflaire.

Oti note tj = E(X j I 's). Nous voulons estirner:

Sous (HDJ) k&+'. sur Qc.

Souis (HD2): Ikb I1 sur Q-'.
L'erreur d'approxirnation dans le "ras n6gatif" s'obtient de la mnme fa~oai.

On ivtroduit. la d~composition sidvante:

X-X=( -M)+ (AI 1Aj') + (Ml~b - k), (7.1)
ou le proces.*us inte~rn~diaire {JI, t > 0} s lffidn eprgah

precedent par (6.5). Nous utiliscrons los deux r~sultats suivants:

Lenime 7.1 11 exisiec o > 0, k > 0, lts que *V- E (0, eoI,

P"(Ac. n Cc) <e~/

Preuve L~a (Ie6montration est similaire . colic dil tli6or~mc 3.4.
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j i~re eitape: On inontre par un raisonnement identique ..celui du

lemnme 3.1 que pour tout 0 > 0, ii existe k > 0 tel que

Sup 1 M-Xf.+I> 0) < ekc . (7.2)P

21en 6tape: So6it la constanie c > 0 choisie pour d~finir C'.

f a,b] .i)}

D'apr~s (7.2), ii suffit de s'int~resser au dernier terme. On introduit 'r, un
F-temps d'arrk,

-r infft >a, X,' <0)AT,

avec -t (Xt, u). Sur l'6nement, Ac.,- < bet (M1 ,+u)=0, d'o

Lemme 7.2

Sous (lI) il existe co, k > 0 lets que Ve E (0,col,

E ( I jlibYZb - A'Ij ; Q) < e-kl~

Sous (H D2) soit r > 0, il exisle Eo, ki,k 2, k.3 > 0 tels que WE E (0, -oI,

E (AMZ 6 -f AI+I Q~t + e~/ + k2&k.
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Preuve SI w EA+, Zb(w)=1
Soit D~e Y.1

E E(IMj Z& -.AfI;-D) - I 1  bI d

< L A' b - Mb+IdP

LACIII
Par P in~galit de CauChy-Schwartz,, pn obtient

On rappelle que le processus {jt; t >_ 0} v~ifie les syst~mes~suivants:

d~j+ B+Mtdt +B+(-Ota- V'+ Oadt F~dVt + G+dWt, t a;

ou , < ) e {W, 4:5 ) sntdeux P-processus dk Wiener standards

dMt+ B+Aftdt +F+dV~j+ +G+d~+, t >a;

O t5 0 et ~t+, t 01sont deux P+ .processus de Wiener stan-

Parlesprori~~sdu emp loal(14), les lemmes 2.5 et 2.7, et I'n~galMt

E(I b+ 2) + E +(I Ai'i 2) < +00.

Sos(HD1), nous prennons D =Q',, I'in~galite' (7.3), le lemme 7.1 et le
tho~e4.5 impliquent

E (IMibZb - Ab;D) < ek/l,
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pour un cerain4x> 0 et e"sfifisanmt~o'etit. -4

Sous (HD2), nous prennons D - Q"~ 'Par Vin~galif6 (7.3),-e--lemfme, 7.1
et la proposition 5A1, nous obtenons

E ( I-TZ6  M6 l; DT) + k.2 ek 3 r -

pour certains-ki1 -,A , >0 et e suffisamentz petit.

Par une d6monstration analogue i. la pr~ce'dente, on d~rfontbe le lernmep

Lemnme 7.3

Souss (IID1) Vi existe co > 0, k > 0, tels que

(f (126- 11; Q' ) < ek//

SouLs (HID2) soit r > 0, ii existe -0 > 0, k1 > 0, k2 > 0, kC3 > 0, tels
que

E ({1Z6  1; Q <) &k.IV,+k, e-k3,. I

0

Th~orbme 7.4

Sous (ID1): VO >0, q>,il existe >q 0, k9 > 0 tels que VE E (05qI 6j

P({1Xk6 -k& XI > 0o} I n Q,) :5q/

Sous (11D2): VO > 0, ii existe eo > 0, k, , k2 , k-3 > 0 tels qUe Ve E
(0,,-o1,

P({1Xk6 -k > 0) lQ ,r) + -k,2r Ck 3 r.

Preuve Nous consid6rons uniquement le cas o6i 'hypoth~se (lID2) est
v6rifi6e, Dans l'autre cas, la d6znonstration est une version simnplifi~e de
celle pr~sent6e. On introduit la de6composition suivante:

A6- -Mb + (M"f -M6'+ + (AT4b+ -b).
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III
1) I~ k b En utilisant Iinjgajjt6 de Jensen et Iefait~que X(b.= Mt' i

stir,16ve'neibefit A.+j&n obtient.,

Le moment EIlX& - Mb' 6 t ' ant born6, par, une constante ind~pendante dcle E,
donc 1'in~galit6 (5.15) implique I'existence de ki, k2 et k3 > 0 tels que pour
e- suffisarnent, petit,

P({IXb - *+I> 0) l nC~c ) ekiI1-r + -ek ~ (7.4)
0

£),V+ - b* cette diffirence se re&ecrit

En utilisant l'gal bI f +2b - M-&+Zb, on obtient:

P (I fb - AMg'1 >0o) nQ+ r)

+ P ({IIt12&-iI > 0}n Q+t).

Le premier terme se traite par I'in6galit de Mlarkov et le lemme 7.2. On
s'int~resse au second terme. Soit P > 0,

P ( ljb+12b- i I> n} fQ+~

P(Qf~( n Ae ) + P ({ +I ~> n} A+ n QcT)

+ P ({I1I 1> fo}n Q+

_+k 2 C-310 +0 e
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pour, cefftaiivsk-, k2 ,-ks,k4 , k5 > OetV, sscz pqtit-, en' futilisantirespective-
ment pour chaque terme, P'in'galit6 (5.15), le lemine 2.5 et le lemnme 7.3. Si

nous prennons / -,on obtihmt
r

M M 1  n + k (7.5)

pour certains k, , k2 , k3 > 0 et c petit.

3) A1'j' - X D'apre's I'in~galit6 (6.16), ii existe -o, k > 0 tels que

+ A4-j- Xi ke (7.6)
Ainsi, d'apr~s 1'in~galit (5.15) et (7.6), on obtient

+ P +( {I Ij'b-XjbI> 0)n A+)

<0-kle +L -kr (7.7)

Des in~galit~s (7.4), (7.5) et (7.7), on d6duit le thi6or~me sous I'hypoth~se
(HD2).

Sous 1'hyputh~se (HD1I), d'apr~s le th6or~me pr6c~dent, le ifitre de Kalmani
5.Iinstant bk Xj'+, est asymptotiquemcnt optimal stir I'6v6nement -test Qc.(a, b)

Iorsquc c --+ 0.

Corollaire 7.5 Sous (HIID), Vq > 0, il existe k-q, k,(eq) >O0tels qL

0

Du 1116or~me 7.4 et du lemme 5.11, on dt~duit le corollaire suivant:

Corollaire 7.6 Soit 0 < a < ri b,
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P({I k b I ki> O0} q ) k//

Sous (HD2): VO > 0, A > 1, ii existe ro > 0,' > >0, k1 ,k2 ,k3 > 0
et une-fonction cr'oisantc f R .-;.,R, 4els -que Yr E (0, ro],

We E (0, Co];

0 ___ -r a

On a un resultat sirntlaire pour PeeCU7' approxzrnation l~b X I' suryQ..
sous (HD1), respectivement, sur Q .i' soies-(HD2).

0
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8 Extension des resultats au cas 1 > 2

Nous 6tudions bri~vemcnt comment adapter les diffirents tests pr~sent6s
dans les paragraphes 3, 4, 5 et 6 dans le cas oii la fonction d'observation h
est affine par "morceaux" dans Ic cas I > 2. Pour 6viter que le processus
{ Xt; t > 0) puisse atteindre les sous espaces de IR' de dimension au plus
n - 2. (cf. [1]). nous consid6rons uniquement le cas o6i le coefficient de
diffusion est constant.

Les hypotheses (HI) i. (H5) sont suppos6es v6rifi6es avec E,= E2

= E,= I, On rappelle que nous supposons l'existence d'une partition

poly6drale finie de 1W',

3=1

telle que sur chaque poly~dre 03m, les restrictions des applications continues b
et h sont affines et celles de l'application mesurable o, sont constantes. Pour
i = 1,.. . , 1, on d6finit les applications suivantes:

II" --+I

i -II, + h,.

Ainsi, Yx E (0,, on a

b(x) = b,(x) , h(.r) =h, (x) e t a (x) = In .

On note que l'hypoth~se de continuit6 des applications h et b implique que
cette partition est "propre" i.e. la frontie're entre deux ploy~dres est incluse
soit dans un sous espace de 1W' de dimension au plus n - 2, soit dans un
hyperplan A. I

A,= {x E 1W' ; (X , U,) = C, }
avec u, un vecteur norm6 de _II cI E UV"

Notis d6signerons respectivement lint6rieur, 'adlhcrence et la fronti~re
0

d'un poly~dre (3 par 0 , 0et e90. La r6miioii U dec tonics les fronti~res des
poly~dres {,}, pent s'&cri sous la forme suivante:

U =U Dj U A
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oji Di = Ix E IR', (x, u,) = cj et a1 < (x, v.) < 0j) avec uj, v1 des
vecteurs norm~s de R', c1, a, et 8_, des r6els, est inclus dans un hyperplan
A. et KV est la reunion des sous espaces de dimension au plus n - 2.

Soit 0 < a < b, on d6finit les &v6ncznents suivants:

A(a, b)={Xi EO , a <t <b} i1, .
Pour c > 0 choisi,

Ct (a, b) ={dist~hi(X) , h(U)) > c, a < t < b).

Test de detection des passages de IX,) par U:

On s'int~resse la diff~rence h(X,) - hXi = 1,.,.Vu que nous
avons restreint notre 6tude au cas o i le processus {Xt ; t > 0} a une pro-
babilit6 nulle d'atteindre M, nous p~uvons utiliser la formule d'It-Tanaka
g~n&aliske pour obtenir la diffTrentielle de h(Xt) (cf. [11]).

Soit x E , on a, pour e petit,

h(x -.- u,) = .fl(x - Eu 3 )±+hi
h(x + -u,) H(x eL,) +Ih+

On pose (AHI), (H., - j.

dh(xf) =h'(Xt)dX, + 2 (A H), u, I {xV, D)dL' ((X , j,

o f {L"; t > 0) est le processus temps local en c, de la senii-rartingale r&Ile
(X, u.) et h' est ]a d~riv&e de h (lefinie sur RW' - U.

D'autre part,

dh(7)=I,(,'+ h4  IA~I(~)-h(;)d + H, A d1V.

Donc [Z, =h(X,) -Iz:(X); t > 01, vc&ific Pkquation suivante:

(1, - A1Z~dt + ,;:d! + 'dV+ V-,"dW,

+ Z(~I 1 ~{V,E VdL" ((X , u81
J=1

avec



*Ai = -HXK , matrice stable d'apr~s la remarque (2.2).

V* = h'(Xt)b(Xi) - H1(B,X;l + bi)

*p = h'(Xt)f(Xt).

t = h'(Xi)g(Xt) + Hj .

A partir de (8.1), par une d6monstration similaire, celle de la proposition
3.1, on 6tablit le r~sultat suivant:

Proposition 8.1 Vi = 1,..1,, VO > 0, Va E [0, [, V-1 Ej2a,,1[, il existe
k > 0, c0 > 0 tels que Ve E (0, eol,

({sup lh(X,) - hj,')I> <exp{e. 2  '
Qab e}

0

Ceci nous permet de construire un test de d*tection des passages de Xt
par U i I'aide de X. Choisissons par exemple i = 1. Le r6sultat analogue ~
celui du th6or~me 3.4 s'6crit:

pour un certain k > 0 et e petit.

Remnarque 8.2 Appliqu6 dans un cadre g6n6.ral, cc test peut &tre trk, s6lectif
Iorsque 1 est grand, au sens oii il d~tecte plus de passages de X, par U qu*'il
n'y en a. En effet, dans le cas I > 2, du fait de la non inje(,tivit6 de h, limnage
de la fronti~re d'un poly~dre petit ktre inchise dans I'linage di partics deC Rl'
d'intersection vide avec U. Ainsi. pour I grand, :c test est in:6ressant dans
sa version locale, lo~rsque les valeurs prises par la fonction h permettent de
d6couper le dornaine d'application dui test.

Pour p >:2. supposons qu'il existe ki, k2,... .kavc I< k < k 2 <... <
kp < tel que

t=1

et un compact IC inchis dans n,= IL(EO,) tel que

0 < (, < d is t (h (1-1 A:).



On d~finit N'v~iement Cj,

CC = {hdX:Q) E k, Vt E [a, b]}.

* Sur Ck, on effectue un premier choix entre 'Ak," et "A,"

* Si, par exenipie, le test decide "Ak,", sur Con teste "Ak1" contre

*On r~it.~re la procedure jusqu' i ce quc toutes les alternatives soient
cons id~r~es.

Cependant, si en pratique un des test-, ne peut d~cider faute de temps sur
I'intervalle [a. b], aucutie d6cision ne pourra &tre prise sur cet interva~e. A-Insi.
il est suffisant de d~crire les tests de choix entre deux alternatives "A" et
&"A,".

Soit Ki., un compact ictus dans Iz(O,) nl h('3,) tel que

0 < c < dist(h(U), A':,).

Sur l'v6nemcnt CQ, { E(X 0. O; Vt E [a. b]}. nous devons appliquer ur;
test pour choisir entre ".A," et "A,

Sous (HiDI), le test dle Ia variation quadratique:

L'hypoth~'se (HIJD) s'6crit:

:

On di-fiit les vknnrs Qf = Q . Q Q colnie en (4.1) et (.1.2). Alors
pou,,r 6 petit.

P(A, 1 Qf) <

P)I- .



Sous (HD2), test du rapport de vraisemblance sur les accroisse-
ments de I'observation:

Sous 1'hypoth~se (HD2),

1To = ri;= rUP

ker (H~io6ih7' H, obi h-1) C h(U),
l, a matrice (rr*)-(HiBHJ1' - If, B11171) est sym~trique,

i partir de Fi'tude du cas e =0, nous d6finissons la fonction suivante:

jc X IR" * III Hjjj' l~j,'

(UPe)- 1 (II1 (bi - B1Hj'hi) -H 3(b1 - B,;hj)) x

et la statistique L',

(b - a) Trace (H, Bi Hj- HI, B 1 H')

en utilisant les notations introdtuites dans le paragraphe 4. Le terme de
pr6cision R , s'6crit

R~,=0 Z1~ sbio0 0 -~bjo0 ) (k) 12 .
k=o

On choisit arbitrairement r > 0 et on d6finit Ics 6v6nements suivants:

C; = Cf f {R11  r}1,
,I = CI,fnI. f>01,
lc = Cc n{(Le< 0).

Pour petit, on a

P(A, n C"') < e- kiI/ + k2C kJT,

.P(Aj fl C'-") <e" + k2ekT
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En introduisant la fonction R p+ [0... [,

ncijn (Ai U A1)),

on obtient des r6sultats analogues au lemnme 5.11, au th~or~me 5.13 et au

corollaire 5.16. Soit 0 < a < r, <6b, pour c suffisament petit,

P(A, Q(.r) :5ek \e + Peb (r ) k2 e-k3r,

p(Aj QC~?) C P'0 b, (~A) k3r,

ofi > 1 et RIb j, -4 IR est une fonction croissante d~finie partir de

(i,bJ

Test du rapport de vraisernblance sur les sorties des filtres de
Kalman-Bucy (FKi) et (FK3j):

Soit 0 < a < d < 6. Pour i < j, on d~finit la statistique de test comrne
en (6.2) par

Ls h- - Idbd;I - IWdt,

o zh ~X et h~=h(~.La partition de IR' 6tant "propre", ii existe
Ilk un vecteur norm6 de IR' et Ck E I11' tels cjue, par exemple,

A. C f{(Xi, Ilk) ! Ck , a < t < b}.

Le coefficient de diffusion 6tant suppos6 constant, nous introduisons un change-
ment de probabilit6 plus simple que c,!lui propos6 dans le paragraphe 6. On
d6finit une Ioi de probabilit6 P'sur (Q,YF,) par

dl"
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35

avec

Zt xp F-1 I(b.(At - -t) G(ftdXt) - h(Xt))Id~

- aa IF [(bj(xj) - b(Xt)) - G(h(Xf) - h(Xi))] 2

1 (t~t a fVt 12

+ - (z(Xj) - h(Xj))d'' - Ith(~ h(Xt)' dtl
a2E 2 Ja

Les restrictions de P et P'~(Q,.Fa) coincident, et

VD C Ai(a, b), Pi(J)) = P(D).

Pour t > a, on consid~re le prob1rnie de filtrage lin~aire suivant:{dXt = b1(Xt)dl + Fd t + GdWV,,

d1't = h2(X;')dt + e dWt,

oii 0' 0< t < b) et{W; 0 <_ t < b} sont des processus de Wiener
standards ind6pendants sous la loi P'. Lav statistique if, se r66crit:

(1z 2 - idt + el(h' - h)dD

+ -~ (hzI - h- 1,X'- 1,Xk) dt,

Zi fC = X Yt) et f{C; 0 < t < b) est ui F- processus de Wiener dit
processus d'innovation sous la loi P'.

De la fagon similaire l a 1 robabilit6 ', on (lefiflit la probabilit6 P' stir

=j jlJ h) 2 dt + ! J5(h - h/zfldcZ4

+ 2 j (hi - hJ)(HjX/ - jj d1

o0z f~ = E'J(Xt I Ya) et f{L '; 0 < t < b} est tin 'Ff processus de Wiener sous
la Ioi .

On obtient un r~stiitat analoguie it celtii du corollaire 6.15.
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Sous I'hypoth~se (7TT1):

soit 0 < a < d < rl :5 b, pour c 1petit,

P(AjQ <

avec = Cec,(a, b) fl {(a, ri) : 0} et = Ci'(a, b) f I{'(a,,r1 ) < 01

Sous I'hypothise (7TD-2):

jH+ K+ - H- K7;j 0(,c)
et

ker(H 0 o 17' - H, ob6, 0 h-) c h(U),

on d6finit les 6vkenents tests

n ( jb( - h-) 2ds > r}

Soit A > 1, ro > 0, pour c petit et r < ro, on a:

P(AjIQ0") < ek,/fi,/c g6 (A r) -k~r

~partir de la fonction i"[.,b] + 10, 11,

&5(o,6(x) =P ({n; A-' (Hi o 0, oh-' o bI, o ~j (h- (')j -X

nlCjj n (Ai U AA1 )



D'apr~s la remarque 8.2, les intervalles; de temps d6tect~s sans passage pa.,r
U de t --* Xt, sont d'autant plus courts cjue 1 est grand. Sous les hypotb~ses
du type (2), vu que les probabilit~s d'erreur des tests proposis dependent
de la iongueur de ces intervalles, ces tests perdent de leur efficacit6 lorsque 1
augmente.

Aijisi, pour I grand, ces procidures ne sont int~ressantes; que lorsque
l'allure de la fonction d'observation hi permet de les appliquer localement.
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Nous nous int~ressons i.un problme de filtrage lin~aire par morceaux en temps
discret avec petit bruit d'observation. Nous pr~sentons et comparons plusieurs tests
perinettant de d~terminer les intervalles de lin6arit6 de la fonction d'observation,

- notamxnent dans le cas oii elle est syme'trique. Sur chacun de ces intervalles, nous
approchons le filtre optimal par le filtre de Kalman-Bucy correspondant. Comme
dans [4], nous approchons des processus discrets par des diffusions pour estimrne les

- probabilit~s d'erreur et les temps moyens pour prendre une d~cision.
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1 Introduction

On s'int~resse au probl~me de filtrage non lin6aire suivart:{dXj = b(Xj) di + o(X.) dU
d = h(X,)d+cdV,, Ycj=O,)

oi X t > 01 est le processus aL valcurs datis IR non observ6 ~i estimer h I'instant Tr

£ au vui des observations jusqu'i. linstant r dui processus unidimensionnel {Y 1, > 01,
cun parametre 'petit" et {Uj, t > O} et {V,, i > 0) sont des procesis de Wiener

standards ind~pendants, . valeurs dans JRI.
11 est bien connu que le prohk~me ".st de dimension infinie, au sens oii, pour le

r~soudre, on a dkterminer la solution d'une 6quation aux d~riv~es partielles, par
exemple l'6quation de Zaka. Si la fonction h est monotone, sous certaines hypoth~ses
g~n~rals de "r6gularit?', le filtre de Kalman 6tendu, entre autrcs, est une "bonne"
approximation dui filtre optimal (cf. [13], [8], [11, [7] et [10]). Le problkme avec ht non
monotone, sous une certaine '"hypothke deC dhtectabilit6" a &6e trait6 dans [5].

Dans le cadre dui filtrage lin6aire par morceaux, on suppose que

* b(z) = Txlf,{r 0 + B+tl(r>Ol

* o'(X) Cr...1{ 1< + a+lf,>u}

" h(x) =IIxlp.<o} + I!+2i{.r>0}.

Si H+ If > 0. i.e. la fonction h est monotone, pour =0. Xj pett &tre parfaite-
ment connn et pour - "petit". le probli-me noffre pas de grandes difficult6s.

Dans Ie cas If+ IL < 0, i.e. h non monotone, bien que h(Xj) puisse 6tre estim6
de fa~on pr6cise. it n'est pas imnne(Iiat qu'iI en soit deC merne pouir X,. Le filtre dec
Kalman kendu est en g~niral inefficace. le 1robk~me 6tant de d6terminer le signe
de {. ( i > o)0. La &termination dui siguic n*6ant possible que dans le casoi
ia variance conditionnelle est petite ('), on introduit I'hypothese de -&tectablitC
suivante not6e (LI)) { IP&72 114(4r- (IIDI)

(11!)) oil

112i ' Wa/'tB+# -A B (11D2).

Sons (1113I), dIaris [3], tin iftre approche a k6 propoS6et dL(ans lechapitrc I, ii
est montr6 que sous (111)2) un (iltre dIu mihne type petit ktre titilis6 conme approx-
imation doi iltre optimal.

'Contre-exemplc: b 0. Oh(.) =IrI.~ or
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L'id e (st deC coxistruirc un filtre approdx6 partir de deux filtres de Kalman-
IBucy, associ&s resTpcctiverlt aux dcxix probkries de filtrage lintairc suiivants:

{dY,= / RXdt + EdUi 12

et JdX1 = B-Xtdt+odUt

'~dYj = !LXidt+cdU,.(.3

On calcule ces (letx filtres "en parallie" et on utilise dcxix tests.

* Un premier test perrnet de d6tecter des intervalles de temps durant les5qucis
la trajectoire (dC {Xf } ne passe pas par 0.

* Un second test permet dc d6cider si X, < 0 oxi X, > 0 sur ces intervalles. sous
I'hypothixsc (11DI) ou (11D2).

Sur chaque intervalle de monotonic, nous approcherons le filtre optimal par le filtre
(le Kairnan-Bucy correspondant.

Nous consid~rons I'intervallc de temnps fini [0, TJ.
Darts cc rapport, nous nous int6rc-ssons it la risolution num~rique dui probk~me

lin~aire par morceaux dans la situation oii la fonction d'obscrvation It est non mono-
tone. Nous comracn~ris par discr~tiser le syst~mc continu (1.1) par un sch6ma
dlassique de discr~tisa~ion en temps avec pas At =E. Le procc-ssus {Xkelk est
approxirne par {Xk}k, {U(k+laj - Uktkpar {V'I~tUklk, {V(k+t)at - Vk~fjk Par

{ VrAt Vkjk, f{(A)-' (I'k+1)At - l'kA01)k Par1 {Ykjk.

Noxis obtenons le rnode discret suivant:

XkI= Xk+C' b(Xk)± ./FE7(Xk,)Uk{ k: = h(xIk) +VIE Vk , (.

avec ks fonciuns b. ty et h d~finics cotmme pr6delrnmct. On 6mct. Ics lhvpotli~ses
suiv~antcs:

(1f {Uk);k et f {tk k sont &Ic, bruits blaxics gaussiens standards ct indiependants.

(112) xru est tne variable ale!atoire recile idle (juC E(exp {coxo2)) < +oo, pour un
certainj ro > 0.

(113) H-!H+ <Oc t o, $T '0.

Sans r~duire ]a gki-ralit3 du probkrnc on suppose que /*(x) 0 Vz E iL ie. on
suppose (Iui
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Nous adaptonis 1h6tude faitc dans le cas continu au cas discret. Notre but est
de mettre en oeuvre les tests perruettarat de s~parer loS, intervallos do positivit6 et
de n~gativit6 de {sklk et de comparer lour performance. Notis nious interessons
principalement 'a la situation oi l'hypoth~se (I!D2) oat v~rifi&!, Ie probkme Souis
P'hypoth~se (!IDI) ayant kt6 trait6 dans [4].

L'c6tude de l'6volution de la loi con(Iitionnelle, obtenuc de fa~ori approchi. liar
rk-olution de I'6iuation de Zakai discretis~e (cf. [91), nious aidera i ittrpr6ter les
rcsutats obtenus.

Ce rapport est organis6 comme it suit:
Dans le paragraphe 2, nouis pr~senterons les deux filtres de Kalrnan-IBucy (2.3) et

(2.4) utilis6a et nous formulerons des rexnarques pr~limiriaires. Dana le paragraphe
3 nous notis int~reiserons la d~tection des passages du signal par 0. En analogie
avec le cas continu (Icux tests soront propos&s, F'un bags! Sur los accroisscments (1es
observations (cf. [3]) et l'autre Sur la sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy (cf.
chapitre 1). Sachant quo stir un intervalle do temps [a, b]ile signal no passe pas par 0,
avec une probabilit. donnie, nous consid~rons tin autre type do tests pour d~cider
du signe de {Xk}. sur [a, b). Sous l'hypothise (IIDI), des 6tudes ont 6t6 faites par
[4]. Cos auteurs ant mis en a'uvre deuix tests (lifferents: I'un bas6 Sur la variation
(4uadratique, l'autre di type rapport de %vraisermblance ba.,6 sur los sorties des filtres
dle Kalman-Bucy. Nous r&-unicrons bi~vemcnt ces proc~dures dans le paragraphe 4.
Sous F'hypothisc (11D2), nous pr6senterons dans le paragraphe 5 tin test (de rapport
de vraiscinhlance bas~ sur los accraissements des observations et a(Iapterons Ie test
sur los sorties des filtres do Kalman- lBucy dii paragritphe pr~'cdent all cas trait,6.

L~a misc en ceuvre de.9 tests de (Ictectian et du signe ainsi d6crits n6cessite la,
d6terrnination de formules explicites pour los barrios. Biel) qu'lune demonstration
rigouireuso n'ait pu ktre faite. los formules propos " sant justifi&vs de inanie houris-
tique. Dans le ras oil B_. 54 B,, notis i-mettrons l'hypotli~se supl~tfleftailo:

('Otto hypoth~so n'est pas trop restrictive p~our notre propas. rIl effet, sulivanit Ie
signe dos coefficients do di-rive, nauis avans deux cornporternnts distincts dui pro-
ceSSUS {X,.}. Si B~+ et B_. souL nigatifs, it dovient. stationnaire (los (1110 l'intervalle (de
monotaniceost assez grand. Sinon, il potit "fuir" vers l'infini. Ern fait.. flais 6tu(Iiofl a.
situation la plus 'I6licateo al sonls oil, la Jprobabilit.6 pouir quo le processus {.Tk} Passe
par zero est importante. Cependant, si los valours IB-I ot (B.J sara grandes, {.rk}1

aura tendance k changer rapidornent de signo et. lems tests ni'auront probabloerit pas
suffisament do temnps pouir (lekr.

Le paragraphe 6 o,-t consacr6 l'application nume-riqlio do ces m~thodes. Des
critbres do comparaison ontre los differits tests scront prapos('s et los r~sultats



des applications divers exerripl., sciont preLntes. D'autre part, lasouind
1'6quaLion deC Zakai sera utilise-e pouir la justification dli comportemenit des filtres
approch ,q.

Pour conchire, on pr~sente dans le paragraphe 7 quelques r6flexioris stir le corn-
portement de ces filtres et onl (iscute la performance des diffe-rents tests 6tudi6s.

Notation 1.1 Elant donn6 un procusus {C4} on 6CrCin

Gk =O )

oti q E IR+, pour- sign zfier qu 'li e~iSt(- C1 C2 ,C3 > 0 telS que

E[G'] <cl exp{-rzke} + c3,5,Vk E Y, E > 0.
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2 Deux filtres de Kalman-Bucy en paralile'

Soit Y0' la tribu des observations jusqu'kt I'instant k, YO' =a j{yL',yI ,-yk}. La}solution du probl~ine de filtrage aussocii au syst~me (1. 1) 6tant. donn&c par la loi con-
ditionnelle de .rk sachant, YO', nous commentons bribvement son cornportement (cf.
[1]). Sous l'hypoth~sc de "dtectabilit6" (HD), la variance de cette loi est "petite",
sa densit6 se concentrant, autour dc deux maxima locaux, l'un n6gatif et l'autre
positif. Cc ph6nom~ne se justifte du fait qu'on a, soit xk - yl-= V11 k

Woit Xk - ykIJI+ = 1Ic-IH+ t'k, donc la densit6 conditionnelle est "petite" except6
sur deux intervalles d'amplitude d'ordre 0(\/ ), autour de YkIL. et de YklIH+. Fri
6mettant 'hypoth~se de d6tectabilit6 (lHD) nous nous pla~ons dans la situation oil
lorsque {Xk} prend ses valeurs loin de 0 durant, un certain intervalic de temnps, un
des pies tend disparaitre, la loi conditionnelic s'approchant d'une Ioi gaussienne. 1I
apparait alors 16gitime d'approcher le filtre optimal par un filtre de Kalman-Bucy.
Intuitivement, on s 'attend cc que, sous l'hypoth -sc (H1D2), le temps necessaire pour
faire "disparaitre" P'un des deux pies soit plus long que sous l'hypothi~ie (HD1).
Cette idie sera illustr~e dans le paragraphe 6 (voir les figures A.3 L A.6 et A.12
A.-14).

Soient, (', Q+) et (-, Q-) les filtres de Kalnan--Bucy associ~s respectivement
aux systkmes Iin6aires

(Xk+ 1 = 01+ B+ 0xk + V1-a+ Uk(21

j Ik = l1+Xk + V/FLk, YO =0(.)

Y fXk + '/Iv- Vkyo =0,(.2

avec conditions initiales gaussiennes

0 0= X0= E(xo)

* QO+=Q+, Qj=Q-
oil Q+ et Q- sont les v'ariances stat ioriraires des lois conditionnelles.

Remnarque 2.1 Les expressions de ces variances se calculent facilernent. (cf. [101).

Les filtres sont donni-s par leN 6quations suivantes:4

k - (+ B+) -++ I+Q (Yk+l - +( + c +)$)

i++[42 + 2a. (2.3) -A
P+ + + a+H21

Q18 1/[+ 2 + p + [p 1I4i



avec
p+ (2 B+ + B' )E + (Y'II'.

C k

p- , + vp a , (2.4)

avec

p-. = (213- + B1Iz&)c + a'o12.

Remarque 2.2 Le fait (lavoir consid&r6 uri cond(itionl initiale gaussienne avec pour
variance, la variance conditionnelle stationna're, W'est pas g~nant pour ]a suite de
notre propos. En effet, puisque les systLrmes 6tudi6s se caract6risent par une mi
moire courte', Finfluence dc la condition initiale tend 'a disparaitre rapidement.

Los gains stationnaires sont donc.

K - IQ+ et K-> = - Q-.

On introduit les processus dits "d'innovation"

ykl- 14(1 + eB+)ik

Les processus ainsi (lefinis sont consid6s approxirnativcmcnt collm des "bruits
blarics" au sons oii tours variances sorit d'ordrc O(c), tandis quo los corr~lations

On norioae t% edL &O urs variances respectives,

el+= C(o + 0 ) + 11'4(1 +,EB+) 2 Q+.

E-= C(l + 0, 11 ) + H'(I + E B) 2 9-.

Daris la suite, on i-tudliera la procedure (1e test permettait de s6parer les in-
tervalic-i de mionotonic de la fonction h, et de d6cider du signe do Xk. Sur chacun
(1e ces intervalles, ii se'ra alors possible d'approcher le filtreopItimnal par Ie filtre do
Kalman-Bucy correspondant.



r74-

3 Tests de detection des passages de { Xk} par
zero

Nous devons premi~rement determiner sur 'intervalle de temps [0, T), les intervalles
sur lesquels f{xk} ne passe pas par z6ro, avec une probabilit6 donnie , proche de 1.
Nous pr~sentons deux tests de detection, le premier s 'appliquant aux observations
yk, le second it la sortie de F'un des filtres de Kalman-Bucy.

Soit 1'intervalle de temps [a, b], avec 0 < a < b < T. On pose m =[(b - a)/cI et
i= [ale]. On consid~re les deux e'venements suivants:

A- = {xk < 0; k = io, io +1, -,io +m},

A+= Xk> 0; k =io, io +1, .io +m}n.

On remarque qua

(A-. U A+)c =k {xik < 0 pour un certain k , io :5 k < io +m.

3.1 Test sur les observations Yk

Etant donn6 que "h(x) = 0 ssi x = 0", h(Xk) "petit" implique par continuit6 de
l'application h~, Xk proche de z~ro. Cependant h(Xk) n'est pas observ'6, mais pour C
"4petit", il est approcMi par Yk.

Soit c,,b, > 0 une constante d~terminer.
On d~finit 1'v~nement test suivant:

C = {Ilyki Cob,}.

On montre de fa~on similaire it la version en temps continu (cf. [3] [proposition 3.11)
la proposition suivante (cf. (4][proposition 2.1]):

Th~or~rme 3.1 Soit c~b, > 0 et co > 0 donn6, il existe #3 > 0 tel que VC E (0. eoj
on a

PQ{(A-. U A+)cjCl) < -0c

Determination dle la constante C~bs:

Nous utilisons, pour la d6terrnination de ]a constante cob,, ufl raisonnement similaire
Scelui propos6 dans [4], sauf que dans notre cas le coefficient de derive Wecst plus

suppos6 constant mais constant par morceaux. Intuitivement le clioix de Cob, doit
6tre un compromis entre "conserver des intervalles de monotonie sufisament grands"
et "r~duire la probabilit6 d'erreur du test".
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Oin cherche i.ce que la probabilit6

P({.rk+, < 0} 1 1{Yk I Cb, IYk+ I I Cob))

soit faible. D'aprc'S l'hypoth&'t (113) on obtient:

12

Nous nous permettons done de consid~rer uniquement le conditionnement par rap-
port ['6v~nement {Yk > robs iYk+t I cob,}. De plus, on a:

{XkXk4.I < 01 nl Yk ! Cobs,,Yk+ I ? Cobjs ))1b U~

avec les d~finitions suivantes pour les 6v ,Yements D', D':

D'={Xk < 
0 'Xk+ I > 01 n {Yk ? C, 1 tI C),

D' [k > 0, Xk+I <1 o I nf k ? C, yk+ I > c},

pour tout c > 0.
On considire s~paremrnent les 6vi'nerneits Dlet D 2 .

e Suir D', onl a les r~currences suivantes:

Yk =HXk + V(Vk -,Yk+t Z 1 4 1I+k+I + V"EVL+1.

On d~duit I'6galit :

( -y H1+ f + e B)Y) 1 I+H_ a- k + !LVk+l - If+(] +±E B)vk.

Or. d'apr~s (113') on a I k) >0 et, pour e suflisamment petit, on obtient Ia

rnajoratiotl

oil

Zh I+II.-aYUk + H-.vk+i - Ih(l + cB-) Vk

suit une loi gaussicnne.Af(0, 11 H t + H2 + 1i+2(l + '. B_.) 2).
Soit {Zk' le proce.stus rxortnalisi, &asocie' {A}k. Pour tin risque a donn6 (2), on

d~termine A > 0 tc'. que

par inversion de ]a fonctiori do r6partition de la Ioi normnale centre'e rMduite. Onl

obtient aini l'expression de la constarac ct:

=)V11.1+ E7aI + 11-2 + 11+ (1 +cRB-)2
cl =A 141+~j

2(inralcnient on prfild a 0,0-.5

TI-Il I;



*Sur D2, tn raisonnemerit similaire aui pr6dert nous arn~ne consid6rer
tine constante c2 donnee par:

C= A /ff- + - +ii~ +JF1+B
III+ - IL(1 + 6B+)I

Dans Ics applications nUMneriqties, pour uice probabilit6 d'erreur a donn6e, rious
prendrons c,,. = Max(CI,c2).

Remnarque 3.2 Daris les calculs de la constante c,;, la prise en compte de Ia d6rive
introduit uniquement des termes d'ordre (0/e 2) que nous n6gligerons dcvant les
terines d'ordre C'( ?E

3.2 Test sur la sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy

On se, propose de d16rire un test capable de d6tecter les changements de signe
6ventuels de Xk I'aide de la sortie obtenue par tin des deux ifitres de Kalmani--

l~c.par exemple {4}. La construction d'un tel test se justifie par le fait que
"h(x) = 0 ssi xr = 0" et par la proposition suivante:

Proposition 3.3 Soit 0 < a < b. Pour tout 0 > 0, ii existe 03 > 0, co > 0 tels quc,
poure E (0, co]. si ofl dcfinit io [a/fJ et m == [(b -a)/,-], on a:

_~ max_ Ih(Xk) - II.i4l > 0}) : eIC/

En vui de la d~monstration de cette proposition, on 6tablit d'abord le Iernmc
suivant:

Lemme 3.4 Pour- tout T > 0, ii cxiste co > 0 et c, C > 0 trds que, pour tout
e E (0.eol, m = fT/eJ,

E(exp max cx4) < C.

Notation 3.5 On notcra c, tine conslantc indtependantc de e, sanis se solicier de
sa valeur. Elle pourin donc varicr d'une ligne h l'autre.

Preuve
La preuve de ce lemme est pr6sent&e en 3 6tapes (cf. chapitre I [lernme 2.7] pouir

la preuve analoguie en temps continti).
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Etape 1:

On d~niontre le r~sultat suivant:

Lemnme 3.6 On d(fJinit Ic processus (4)k par

(1~l + EB)Zk + VC allk, (3.1)

ou zo est unte vaiiable aliatoire ind~ocndante dA processus {uk} el ii existe des
eonstantcs co , C0 > 0 telles que

Alors, pour tout 7 > 0, 11 existe co > 0 et c, C > 0 tels que, pour tout E E (0,601,
mn = [Tlc],

E(exp max cx)<C.

Preuve
Nous r,6crivorjs I'exprcssion de Zk+I en mettant en 6vidence une partic d~peri-

dante de --0 et une partie mnartingale:

=k~ (1 + eB)k[(l + cB)zo + 111k],

avec
k

or 0V' +dB) 2Iu,.
J=o

-2 < (I + EB) 2k[2 I +e ) + 2iC]<A 8 2 B)%. 2MI

Dapr .q (3.2) et llruf'galit6 de Cauchy -Schwartz, il est suffisant de inontrer qu'iI
existe co. c, C > 0 tels quo Ve E (0, S I.

E(exp !Iuax I k1~ '

k=0' ,M . I

Or {MVkI est un procossus gaussien ccntr6 (to vat iance E[Mk~j,

EM kror2  si B 0,

E~j~fk2]si B 0.
E[MJ _B(2+ -B)

Si B> 0. E(Mf~f fl(2 13
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Si B < 0, E[.I,1 < a2 -(1 + EB) 2 + ('xT)(2kCB + k_2B 2)

-B(2±;B- 1)

11 existe' donc E0 ct une constante C = C(Eo, T) >dtCIs qiC' VE E (0EO],

max EfM.j1 -c.
k~o,m-

On en d~duit 1'cxi.,ence do c, > 0 tel qu.

lim sup E(expc1 r. <) c.

\Vu qIe {CxP Mjlk) est une sous-martirgale, oi, a:

E(max1 cxpcMk ) <4E('xpcj MV,. 4-) 6',

pour c < cl /2, d'oii le lerume.

Etape 2:

On introduit les notations:

B =sup(I B+ 1. 113- 1)

a =slup(!o'+ 1,Ioa-1)

On d~rnontre que les moments dordre 2p, p E A(, dui pr,)ccssus {Ik} peuvet etre
majores par les mnomrents dordre 2p (du processus {Zk) (lefirli par{Zk+ I= (I1+ -B)Zk + ~/aUk

En efret, d'apri~i lequaLion (1 ctat. on a

Xk - Z C," [Xk + IFb(Xk )]' [Vi/ C(xk) uk1 2"P
J=O

Le fait que {Uk} est un bruit blanc c-t que Uk C9t ind~pendarit de Xk, oritraine N'galit.6

2p

E k+41J 1 C' E(zk + e b(rk))Y(/ (v(a(Xk)) 2  EUk~]
pO0;j pair
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On obtient la majoration suivante:

E[x" 1] j : L c;2 '(vE-) 2p- 2 )k =;?pi P-/ 2(p - j/2!)( +kB~ 1

D'autre part, on note que

Z[2 j,~i~)~ )! + y[J
k+~, = 22p- (2p (I1 ~ ~'

j=0;j pair -2pj12 (p -j/)

Vui que zo = x0, onl obtient
E[X4p]:5 E[z'pj, k = 0 11.. .,[f

Le Iernme 3.6 entraine l'existerice de eo > 0 et c, C > 0 tels quC W E (0, Eo),

E(exp itiax cx ) C. (3.3)

Etape 3:

Nous utilisons la majoration (3.3) pour obtenir le lemnme 3.4. D'apr~s la forrnule de
Taylor, on a:

expex CxpcX 2 + 2 2 c xp(c XI) (xj+ -X,)

+2c CXp(CO2)(j + 2cO2 )(xj+1 Xr,)2.

On obtient I'expression
k

rxCkl= expcx0 -j-2c ELXk..CXp(Ck .j)(Xk+k.J-,.k~

k
+2c E -,kcxp(C902_, )( I + 2 r 0' k$I. -1- rk.12 .

PUisqUe I !5 IXk1 + 1rk+,I, on a la nlajocat aon

El nax expcyk-,]
k=0' - I

<E[Cxpcr2J+ 2ceB E E[X'k' kx~x~

+2cE [max - )T- 0(kj l

+4 cc E [ex P(2 c(.. k 4 ) ( I + 4 c(xk~l + 4))

(c l 2 4-- + a2Uk)I (3A4)



En utilisant l'hypoth~se (112), l'ir6galite- de Cauchy- Schwartz (t le r6sultat (3.3)
nous rcmarquons (jti le lemme est d~morttr6c s'iI existe Eo > 0 et c, C > 0 tels que
VC E (0, -o],

k
max_~ VZ~exp(c,xk .j)X-a(Xk-)uk.J C.

*1=0

Le processus
k

=f = 1: CXP(c X'. )Xk-, 0o(Xk-) Uk-j

est une.Fk-inartingale avec .Fk = a(xo, uo, I Uk).
On utilise une propri~t6 des martingaic-s:

E[max ,Vfk' < 4 E[M A ].

VU que Uk et Xk sont ind~pendants et Xk CAt -T - mesurable, on a doflc

E[!..j (mn - I) a Jnax 1 E~exp(4 c x2 ,I"E[?.4 _..,I/ 2

< Tc,

c'apr~s I'inegalit6 (3.3), d'oii le lemme 3.4.
0

Preuve (de la proposition 3.3)
Nous utihsons la notion deC souis-differvntivl de h.
Puisque la fonction hz est convexe, ii existe pk apparteriant anx sous-diffirentiel

de hz i un point Ok tei (111C

h(Xk+l) = h(xrk) + Pk(Xk+I - Xk)

et

On d~finit
Zk !- h(,rk) - Iik

D'apri Ni'quation dul filtrc 4 et Icq(uation d'etat, on obtient Fexpresioln recur-
rerite:

Zk+l = 64 + eb(Xk)Pk(i /I K1A+) + VZ (k)Pk(l - H+K+)uk +VcV H+ K+ tk+I .

oil
6!- (I +cB+)(I - II+K+).
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On rcmarque qtic 0 < 6 < 1. On utilise cette r6currence jusqu'au terme Zj0. On
etablit. ainsi la majoration:

k -t

14k+11 < exp{-c-(k +I1)Z,01+ ce Z6'IjXk-1I
J=O (3.5)

k-t0  k-iO

+C 5 1F Uk,-, + Cf VI :blkl,
J=0 .1=0

On traite les quatre terines separrnimcrit. IUin~galit,6 de Bienaym6 Tchebichev et
le fait que E[IZ,,11 < c avec io = . implique

D'autre part, en utilisant le lernine 3.4, on obtient ]a majoration

Le leinme 2.4 daris le chapitre I entraine

P (ax jIIkl ! >

doc iVexreo (3>) 0 utlisn Ics VEtr Enjrain ci(dsssonobie

Deornme our eucncE! de a roitedn exrsion (3.3, on otnIcLor'e ia:~

1-17
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ThiorZ-me 3.7 RI existe /3> 0, co > 0 tels que, pour e E (0, eo], on a:

P((A+ U A- ) < ~"

Preuve La preuve de ce th&or~me suit pas pas celle du r6sultat 6quivalent en
temnps continu (df chapitre I [Th6or~me 3.4]).

0

Ditermination de la constante CFK:

On cherche une constante CFK telle que la probabilit6

P (Ik~~ 0} f Ik 14 ! CFK, I4i++I I CFK I)

soit faible.
On consid~re yk comme une approximation de h(Xk). Dans I'tude pr6c~dente,

pour une probabilit6 d'erreur a donn~e, on a d~termin6 une constante c,,. permet-
tant de tester au vu de Yk, l'occurence d'un changement du signe de xk. Or, un
changement de signe de xk est directement Hi au fait que h(Xk) devient "petit".
Si 11+4i iait une meilleure approximation de h(xk) que yk, tout au momns u
alentours de z~ro, la probabilite' d'erreur du test "i+ > c4 5 /H+" serait minor~e
par a. Nous ne savons pas si cette condition est v~rifi&e, mais, sur N'v~nement A+,
le filtre i+ est une meilleure approximation de x.. que ym../H+. Et, en tout cas, la
proposition 3.3 nous assure que I'&art Ih(Xk) - H~i4j est petit avec une probabilit6
proche de 1. 11 semble alors raisonnable de penser que le test "+ > c/I"
permettra de d6tecter convenablement les passages de Xk par 0. Nous proposons
donc pour constante

CFK =Cob/ I H+

Le mnme type de raisonement est valable quand le test est appliqu6 sur le filtre
i-au lieu dii filtre 4i. Nous prenons lors

CFK = c063/ Il- I

Sans perte de g~n~ralit6 on consid~rera par la suite un seul intervalle [a, b]
repr~sentant I'intervalle de temps durant lequel ii n'y a pas de passage . 0, avec
une probabilit6 d'erreur donn~e, i0 et m seront d~finis comme en debut de cette
section.
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4 Sous 1'hypothe'se (HD 1): decider du signe de
Xk

Dans ce paragraphe, nous prisentons deux tests permettant de choisir entre les;
6v~nements A+ et A-, dans le cas oii le probIme de filtrage Iin6aire par morceaux
v6rifie 'hypoth~se (HD 1). Ces tests ont &t6 etudi~s dans [4]. Le problme analogue
en temps continu a 6te trait6 dans [3]. Le premier test consid6, dit de Ia variation
quadratique, n'est applicable que sous l'hypoth~se (HD1). Le second test, du type
rapport de vraisemblance sur les sorties du filtre de Kalman-Bucy, pourra 6tre
adapt6 au cas oii l'hypoth~se (HD2) est v~rifi~e (cf. paragraphe 5.2). Le premier
test sera donc introduit de facon breve. Le deuxi~me test sera d~crit de fa~on plus
d6taill~e, puisque la mnme Wde sera utilis~e par la suite.

Dans [4], les auteurs ont mis en ceuvre ces tests sous deux formes: test i. taille
d'6chantillon fix~e et test s~quentiel. D'apr~s leur 6tude, les tests s~quentiels sem-
blent plus int~ressants que ceux i taille d'6&hantillon fix&e, vis a vis du crit~re dui
"temps moyen pour prendre une d~cision". Nous ne pr~senterons donc que les tests
s~quentiels.

4.1 Test de la variation quadratique

On considire un test d'hypoth~ses bas6 sur la variation quadratique de la suite
d'observations Yk pour decider entre les deux alternatives "A+" et "A-". Cette
d~cision est prise sur N observations (0 < N <in) dans un intervalle de monotonic
obtenu par un des tests introduits dans le paragraphe 3. On consid~re N comme
6tant un temps d'arr&t
Sans restreindre la g~n6ralit6 du problime, on suppose que B,+ = B-. = B.

Remarque 4.1 Le fait de consid~rer B+ et B-. distincts a pour unique cons~quen-
ce l'introduction de termes n6gligeables dans les expressions, la proc6dure restant
essentiellement la me~me.

Notons:
Ak= Yk+ - (I + Be) Yk

T21 = H~a2 + I+ (I±+BC)2 ,

- + +I + (1 + Be) 2.

A lors

* Si Xk : 0 et xk+1 0, Ia variable ah~atoire iM suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance T 2 C

0 Si Xk < 0 et Xk+1 < 0, Ia variable al&atoire Lk suit une loi gaussienne de
moyenne nulle et de variance T 2 C.
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L'hypothi.se de d~tectabilit6 (IIDI) impliquc

Le problime de d&ider entre les alternatives "A+" et "A-" conduit tiun test.
d'h poth~ses sur ces variances.
On d~finit le rapport logaritlitnique4

oiji V(x, , I') repr~sente la densit6 de la loi gaussicnne de param~tres pu et -'y et la

t+n

k=to

oii 0 <r n <m, i0 et tn 6tant M~inis dans le paragraphe 3.
On obtient los expressions suivantes:

et T I I I OnA

Soit 11 > 0 et 12 > 0 fixes, on introduit. le temps dWarr& N*:

N*= inf~n > 0 :S, < -11 ou S,, > 121 Am.

On d&rit le test coinme suit: si SN. ? 12 on accepte "A+" et si SN*. : -11 on
acccpte *'A-"; sinoni on dira cjue le test ne perrnet pas de d~cider.

11 reste proposer une m6thode dc d~ternmination des homnes 11 Ct 12. On approche
le processus discret {e S,, 1 par un certain processus de diffusion {(,I dont on 6crit les
&juations sous ",4+" et sous "A-.". On obtient ainsi, par la formule de Dynkin, des
6Iuation&. djff6rentic ' les ordinaires permettant de cakculer los temps moyens pour
prendre une d6cision E(T.) et E-(T*) et pour les probabilite'sd'erfeur p+ et p-. (cf.
[Fleming-Rishelj).
On introduit los notations

T. ( 1 \2

'U+ = logy+ \:2 T+
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= T +T2(2 +7B)

2 T2.T

La r~solution des 6quations nous donne comme solution: : ,

1 e - ". + l ' " t 1 2,P+ .+/4 (4.1)

h'1 - ~+' 12

P- . _- _ 1 /2 _ 11 (4.2)

/1 + 1It

E(T_.) +  P_

ob

* p+ est "la probabilit6 de refuser -A+" tort",

* p- est Ia probabilit6 de refuser "A-" a tort",

* T; et T_ sont les temps d'arr't

T; = inf{t : (,, > E 12 ou (1 < -ell}, dans le cas positif,

et
J- = inf{t : 6 > 1 oI o , - ,), dans le cas n6gatif.

Pour des probabilitcs d'erreur p+ et p- donndes (3), les expressions (4.1) et (4.2)
permettent de calculer ls bornes 1, et 12-

4.2 Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman-Bucy

On d~crit un autre test du type rapport dc vraisemblance pour d6cider entre los
deux alternatives "4+" et "A-". L'idbe de c test est ]a suivante:

3Giniaement on prend p+ = p- = 0.05.
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Soit it tin enti('r, io < it < io + rn. Intuitivcrfint, on s'attend ht Ce que ik

E~h(Xk)Io) soiL tr('s proche de 11+4+ stir A+ et de 11i- stir A.., pour it < k
io +m. On a

stirA+ Yk =1/(1+6B)4I+ kI
stir A- A/ = H-(1 + cB-.}i.. + v,7

ohi {Vit} et {V}j peuvent i6tre corisid~rs coinme des bruits blanc.s gaussiens dits
Aprocessus d'innovation" (cf. section 2).

On pose
4k = 11(0 + CB+)+ -0( + eB4)Ik

et on prend pour statistique do Lest le rapport logarithrnique suivant:

Zk ! [ Z Yk+I i+nt~k 
I

avec ii < n <in.

La statistique Ln se r6&crit souts la forme suivante:

Suir A+ L,,= -j-E + ZkVk++.
2e k~ij k=si

2 + 3+n
Sur A-.. in = 71k Zkv .

On note R,, le terrno de precision du Lest:

k7 2-z .

Pour R, "suffisamment grand", le signe de in permet de choisir entre los alternatives
-A-" et "A+".

SoiL It > 0 Ct 12 > 0 des hornes fix~es, on introduit lo temps d'arr~'t N:

On applique la ri~gle de d~cision quu suit.

Rigle de dicision:

S; 51L> 1r2, on di-ide "A+".
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r2

* Si LN< -11i, on d~cide "A-'.

* Sinon, on ne peut pas d~cider.

11 nous reste i calculer les bornes 11 et 12 pour une probabilit6 d'erreur donn~e a~
et 'a estimer les temnps moyens pour atteindre une decision. Le raisonnement pr~sent6
par la suite constitue une justification purement beuristique du choix des constantes
11 et 12. 11 n'a pas la pr~tention d'htre tine preuve rigoureuse.

Si on se place dans le cadre de l'hypothise "A+", d'apr~s les 6quations des
filtres de Kalman-Bucy (2.3) et (2.4), on a:

=k+ (1 + cB4(1 -H-.K- Zk + (1 +B+)(B+ - -Hik

+(H+K+(1 + cB+) - H-..K- (I + cB)vk+ (4.3)

Remnarque 4.2 Sous (HD L), H+ K+ - H-LK-. est d'ordre 0(l).

Vu que les filtres en question sont "m~moire courte", d'apr~s I'expression (4.3),
1'hypoth~se d'ind~pendance sur A+ de vk+ et v41+, nous permet de supposer inm-
d~pendance" de Zk et vk+ partir d'un certain instant il > io.

Remnarque 4.3 On a la majoration

Pour un intervalle de monotonie suffisament grand, nous supposons que la situation
stationnaire est atteinte. Dans le cas o6i B+ - B-. nous 6mettons donc 'hypoth~se
suppI~mentaire.-

On obtient alors

* si B1+ B-~ B, dans une situation asyznptotique,

I- (I+ -B)2(H+ K+ -H-K 2

*si B+ < 0, Ep42; A+] admet une solution d'e'quilibre:

E[4 ; ~.J= B+1(2 + cB+)
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En utilisant l'in6galit

E[Zk i; A+] [,;A]+ ~+ j

et la majoration suivante, pour c "assez petit",

(I + cB- 2 (1 - H...A') 2 + %re H+IRB+ - B- I(1 - JLK..4(1 + cB+)(I + EB-)
< 1-JLK-(2-HK-)+cv/c <1,

on obtient I'estirnation

E[Zk2 1 ;A+)

+< (1 +eB)(1 K+c..)IB+ -11.11 - IK.IE[ 2 ;

3/1I+(1 +pB)+2.K.( B..) 2 9

+C2(1 ±.EB+)2(B+ - B- )2J1J+E[+ 2 ; A+].

Dans une situation stationnaire, on a

E[Z 2 ;A+] < A+ e+ C'3 /2,

oii
A-(II+ K+ - HILK.) 2

De plus, pour un certain no, on petit consid~rer Zk comme une combinaison
lin6aire de vin ,I~I V. Le processus 4 = Z,~k4, est alors approximativement
un processiis rn~langeant. En cons~luence, on approche ciL, par le processus de
diffusion {(j; t =,Fn} solution de 1'6quation diff~rentielle stochastique

dci = A+ /2 dt + cA, #+ dIV+.

Comme pour le test de la variation quadratique, on obtient Ia probabilit6 d'erreur A

-(,-17+12

P+= (17Q+11 - C-71 +12 '

oiji T;~ est le tecmps d'arrkt d~fini par

et 17+ 1d
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Si on se place dans le cadre de l'hypoth~se "A-"', par un raisonnement 3
identique au pr&6dent, on obtient la probabilit6 d'erreur p-. = QT 1-1211A-.

Elle est donn~e par:

avec 77-.

Pour des valeurs de p., et p-. donn&-s (4,on determine les bornes de precision
11 et 12 et on estime les temps rnoyens pour prendre une decision:

E(T;) 2 P

=(,- 2 i 11 +12)

Remarque 4.4 Dans [4], les auteurs constatent qu'en pratique le temps moyeri
pour prendre une decision est plus long pour le test du rapport de vraisemblance
que pour le test de la variation quadratique.

'En giniral on prend p-= p+ =0.05.
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5 Sous 1'hypothe'se (HD2): d~cider du signe de
Xk

Sous l'hypotli'se (IID2): r,2 (H-a-4 (II++ et B_. # B+, lc test de ]a
variation quadratique W'est pas, applicable. En remplacement nous consid~rons un
Lest du type rapport de vraisemblance sur leg observations Yk* Puis nous adapterons,
sous cette h poth se, le test du rapport de vraiscinblance sur les sorties (des ifiltres
de Kalman-Bucy, pr~sent6 dans le paragraphe pr&kedent sous l'liypothi~se (HDI).

5.1 Test du rapport de vraisemblance sur les acroisse-

ments des observations

Cc test est deduit de l'tude du casq 0.

Le cas E = 0

On consid~rce I syst~me suivant:

{ .k4I = Xk +At b(Xk) + V~tc(Xk) Uk,(51

1/k = h (xk) .

L'6quation d'6tat de cc syst~rne g&n6ralise celle du syst~rme discret (1.4) un pas
de temips At .

Le probl~me est (dC d~terminer le signe de Xk pour k = io, io + 1, - - , io + m. Le
test d'lhypoth~ses est fait su r les observations { k , iO + I < k < i0 + m}

On considkre la filtration (YFk)k, oji ).,#1 =0 (lio 7 {x 0 u 0  Uk}, i0 <S k < io + m.

Sur A+ Yk+1 = (I + AtI3+)k +v' V t.k (5.2)

oi (u+; k > '0} est un Y'-bruit blanc gaussien pour une probabilit6 P+ telic que
P+( D) = P(D),VD CA+.

Stir .A-. 4k, = (1 + A tJB) 4k + v'iIujk ~ 3

oIc uj to o st n -bruit blanc gaussien pour une probabilit6 P- telic quc
P-(D) =P(D),VD c A_..

10+711

Le processus (4k.; k > it) + I} est 't-rnesurable (i.e. pr6visible) et r jj
k=30

+D', P-p.s.
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Ont utilise uric version discr~te du th6or~'me de Girsanov (cf- (101) et, vui quc
B- B+., on pren(I pour statistiqlue le logarithmri du rapport deC vraiserrnhlance:

dP+
dP= n - I 10+n)

P '0

oii 1< n <mn-1. Ott a la formule:

I Fio+ft i o+ti
L., =' j(B E B.. k(iPk-t. ii) - 3At (B B )~f (5.4)

L k=10+1 Lk=io+1

Sur 1't6v~nemcnt A+., la statistiquc L,, se re~crit sous la forme:

1 (8.B. -- B-..) 2 io+,' B___ - B-'~
Ln= + At ['2+ (5±v.5)~ i~

kaso+i kio+l

Sur I'6vi~nernent A-., on a:

I (B+~ - B-)2 ,,+n +-B
2 F k+ViOk (5.6)

k=10+1k~:O+1

On pose
(B+ - )2 to+n -

R,, At 2 E Z k

On appelle R,, le terme de pr~cision. Pour R,, grand, L,,/R, est proche de ± 1/2
et la probabilit6 d'erreur est faible. Si L,, >! 0 on dkcide A+~ ct si L,, < 0 on d~cidc
A-..

On ktablit le r~sultat. suivant:

Thiortrne 5.1 Soil r > 0. Vn It/ qut to < n <rmn-I on a:

P({L, <O 01 {R,, > r) nl A+}) C"8

Preuve La di-monstration est idcrnique pour les deux inegalitcs. Consid6rons par
exemple la prcmiere.

On introduit la martingale exponenticle

B+ ~ -B-toi (B - B_..)2 10 +k
Zk = exp{ Vi+ ,or aio+-IA

avec A < 0 et on raisonne comme darts le cas contiflu (cf. chapitre I [prop.5.5]). 0

Les calculs qui suivent utilisent le fait qu'unc situation stationnlaire est n6c~ssai-
rement atteinte par {k raison pour laquelle nous 6rnettons I'hypoth~se suppl6&
men taire:
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On d&rit detux proc~dures de misc' en oeuvre de ce test sous formhe s~qientielle.

Premi~re prociure:

Pouir r fix6, on introduit le terrups c'arrkt N*:

N* =iif~n> I R,, >r)Am.

*Si N <m

-si IL,%. > 0 on d&ide A+,
- si LN. < 0 on d~cide A-;

*Sinon ol rie petit pas d&ider.

Nous devons donc proposer une rn~thode de d6termination de la constante r.
On consid~rc le probImre stir A+ et stir A-. et on choisit r =max(r-, r+).

Sur N'venement A+ on pose

r k=10 +1

La statistiqtie L,, se r~ecrit sotis la forrne:

L, = R, + Af I+

Onl introduit le ternips d'arrt N;:

N;= inf~n >I ,

On a qute R. est approximativernent 6gaI r+ r.

On cheche . d~wrtniner title constante r-+ telle quc, potir title prohabilit6 I -
donri6e, le terrne de pricision soiL significatif danis le calctil de Ls;. Daris d'autres
termes, on cherche r+ telle que:

P({-M+. >_+I+ 5a

D'apri-s (.5.2). on r6ecrit iksousl oresivne

noI

k-s- o ( + AtI3)"B+r,,- + v'/iir r (I + AtB+)'u~.,. I
j=0



L'hypoth~se (N1) nous permnet de consid~rer 1k comne, une combinaison lin~aire des
variables alatoirecs gausslonnes et ind~pendantes Uk o1 ... ,U ut Soit = yk"

Le processus {4k,i no+fl- I< k < i0 +tr I est alorg aprproximativemnt tin processus
naugeant. De plus, la valeur stationriaire de E( ; A+) est approcli6e par

['2

-B+(2 + AID+)

D'apr~s le th6or ,me fonctionnel dc Iimitec centrale [2][th.20.1],

oii t =nAt et {f~ 14 ost un processus de Wiener standard.
On d~duit de cc qui pr&&Ic que M,+ suit approximativement une loi normale

'v*u que RN: ; r+. on obtient la relation suivante entre r+ et NV

Alors 1I'in6galit6 (5.7) devient:

Oil Choisit
r+= 4 A',

aver A obtortu par la table de la loi nortnale cc'ntre reduite.

Sur 1'6v -nement A4, on prend

r..=4 A'

at on a la relation suivante e'ntre r- (t .\'

-I(2 + At B-)

Exemple 5.2 Pour 11. =1, B+ = -0.25 et a =0.05, on obtient r =10.89. Pour
los estimations des temps rnoycns, on obtierit: AIN;~ 9.66, A/ N 38.52.

11-219



Deuxi~me procedure:

11 semble que dans le test pr&6cnt, le temps (1attcrnte pour preTIdre unc d6cision
soit "trop" long. Eu effet les bornes ?-+. et r-. sont dtermin6i's ind~pn'1ricrIL
'une deC I'autre. Pour r~duire cette dure~c, nous proposons une autre procedure.

Pour des constantes 11 > 0, 12 > 0 determiner, on ifltrodluit. le temps d'arrkt

N* inf{n > io t..q. L,, > 12 ou L, -111 Ami.

RL-gle de d~cision:

" Si LN4 1 2 on d~cide "A+".

* Si LN,. -11 on d6cide "A..-".

* Sinon, on ne peut pas d~cider.

On utilise . nouveau I'approximation des processus discrets par des diffusions pour
d~terzniner Ics9 constantes 11 et 12.

Sur A+ on approche 14 par {(t; t = Ai n}1, oil c~ est le processus de diffusion
d~fini par N'quation diff~rentielle stochastique

d = (B4 - B- 2 A+ di + VI--(B - B) dW~j.

On introduit le temnps d'arrkt T:

T= inf (t > 0 ( 1201 OU 11hi

On d6finit la probabilit6 p+(x) = P(.~(;= -11 }IA+). En utilisant, ]a formule
de Dynkin, on obtient PNuation diffe-renticlle ordinaire suivante:

P+ + ,+ = 0{P+(-Il) = I1, P+(12) = 0.-

La r~solution de cette 6quation nous donne Ia 1)robabilit6 de "refuser A+ . tort,
p+= p+(O) (cf. [6J[chapV.th7.1 ]):

I -
P= -

Par un raisonnernent identique sur A.., on obtient I'expression de la prohabilit6
d'erreur p-. p- p.(0):

--
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De tfl~nll, on calcule Ics tetrps moyens pour prendre tine d6cisiori en r6solvat
deUx equations diff~rertielles ordiniaircs. (cf. [6][c.hapV.t,1h7. 1). Plus preiciscnnenit
E(T.*) est (lonn6 par la solution de I eqjuation{ + A(B+ -JB- 2  A+ (B+ - B-)2

au point 0.
On obtient E(T. ) de fa~on similaire:

E(T;) =-2 B+(2 + At B+) [12 +(1+1)

2(B+ B-)

E(T~~) (B+ -13-)'--'-, j

Remarque 5.3 Dans les applications, on prend g&nralement p+ p. =a. Ainsi
"In simple calcul flous dontic

it= 2 = -In

et of) note que

E(T B-(:

Exemple 5.4 Pour B-. = -1. B+ -0.25 et a = 0.05, on obtient 11 -- 1, 2.941.
Les temps inoyens sont alors E(T;) 4 '.70 et E(T. ) = 18.79.

Remarque 5.5 Pour comparer Ics temps m-oyens des deux prock&Iun . 01 s'int~resse
au sign(- de I expression:

2 A 2 -(I -2 o) n-0

avec A\ tel que _,r2/ dx = a.

On v~rific nurneriquerrnent quC CCtte expression est positive, VO -1a < 1/2. On
en d~duit que pour sine probabilit6 d'crreutr donn&c, k's temps movcns de la rFenriiwre
procedure sont phis grands que ceux de la (Ieuxicnle. Cette diffi~renct, est dautaflt
plus grande que o est petit.

En preparation de PNaude du cas - > 0. nous r66&rivons la statistiquc L, sous
mie autre formye. lrn utilisant 1'6galiL6

!/k(~ki k) I ((4k+li !k)2 - !i
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on obtienL

1- iJ "+ B L.iO
Lt - r 0 ~+71+1 -2 4+1) F, %=+1 -k)

2

2F 2  10 2r
ki0 +1

Lemme 5.6 Sur' A+ U A., on a I'rstirnation:

E Ok -Yk)2 -Frn2n =tO(V" 7 ).
k~so+l

Preuve D~moritrons, par excinpie, cc r6sultat sur N'wvnement A+.

Sur A+, on a
ik1= Yk + A~t H1+ B4 xk + V~t 0+ 11+ Uk,

(Iob I'expresion:

to+"-f io+n t0+n

Z(jk+1 -k )2 = t 12ll Bi 2 2+At r2  U
k~iol k~o~lk=60+1

10+71

+2 At3 /2 /1i+ +B+ EiI XkUk.
k=s +l

On obtient Festirnaton:

E IZ4+ 4) 2;,+ L 2 B? E()In.

o'on 'o~n

'ok A+ [2 A1 Bk

k~io~l k=10+

0+. 0 +

E E (ik+I k)2 -r' n1At)2; j



0+11 )2 +0+171

k=30+1 kool k1+I I
30+1

-A 2 112 A4  1A3n 112 j2 13)2 1 E(X2 ).(5)
k=to+I

On remnarquc que

221 E0+7'

'i(Z u22J + " t)n(n-lI) =n(n +2).
L k~to+l kaso+i

puisque {Uk} est un bruit blanc standard. Ainsi on a:

AI2 r 4 E ionU2)1- At 2 n 2 r 4 = 2At 2 n F4

On utilise 1Fin~galit6 (a + b)' < 2a 2 + Nb pour traiter le premier terme de (5.8)
et l'in*Ra6t de Cauchy - Schwartz pour le troisi~me. Vu qtie Ics moments d'ordre
2 et 4 de x;, sont finis sur F'intervalle [a, bj et que n < (b - alton obtient la
inajoration suivante:

E( 10+n ,21

ob rCa.b es. une roristanitc positive (lependante dJe I iritervalic [a, 61, fix6.

Stir leveujernerit A-. la (IernotisLraLion ('st sirnilaire.
0

Le cas e > 0

On de6finit ]a stat istique Lc, rotnine ii -stit:

Le B= Y ., Y2 +1) I ie(B+ - B-~)

-2 B 'J2 2(5)

,fl - E A.

On consiclre At = e et on s'int~resse 1flcart V~ L,,.

Th~or~me 5.7 Suir Its tivencm evis C ct i finis davis le paragraphe .3, on a:
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Preuve
On d~montre d'ahord que L' - L,, est d'ordre O(VF) sur A+ U A-.

Le L n

Lk~so+i

s . o~

L' .galit6
Yk -k =VCV(2hx)+rv,

implique

It F io.-B ~,+n+i) - v10+1 h(xs0+i))

B+ - B-r o+ )2 F2n+ 2F22 1:(~kj (k

B 2 - +n 2 ~ 1 - e3/ 2 B2+ - B! 10+??

2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 22 T2 Z11++1+ti+I Vk h(xk)
2 2 k=to+l

2 2 
B 10+11Li

SachanL que {v'k} est un bruit blane gaussieni standard et quc tous les moment's
de Xk soft finis pour k < m. on d6duit 4 I'aide du lemime 5.6 que LL' - L" ('st d'ordre

O(e)sur A+~ U.4-..

Pour raisonner stir C, on utilise la majoration

E[(e- L 2; C] :5E L - ,,)2 ; A+, U A-.]

+E( Uf - L)2 ; Cfn(A+ uA4c1.

De 1'inigaliL6 de Cauchy -Schiwartz, on obtierit

E[ (Le - i,, 2 ; C] :< [L - L,,)111/ 2 P[C nl (A+., U A-.)c 11/ 2 + cE.

A Iaide du lemme 3.4, on montre que E[(i4' - L,))<c et du the'or~me 3.1, on
deduit le r~sultat sur C.

De m~ine, du th6ori.me 3.7, on d6duit le r6sulta. stir C.0
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Etant donn6 que les hornes d6termin~es dans le paragraphe 5.1 sont d'ordre
0(1), ii est donc 16gitime d'apr~s le r~sultat pr&&Ident de les utiliser pour tester L'.n

D'apr~s la remarque 5.5, nous avons choisi de mettre en ceuvre le test selon sa
deuxi~rme version.

5.2 Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman-Bucy

On montre que ]a statistique L,, utilis~e dans le paragraphe 4.2 sous I'hypoth~se
(HD 1), permet encore de d~cider entre les alternatives "A+" et "A-" sous l'hypo-
th~sc (HD2).

Soit i0 < i1 < io +m. On a

1~ ti t+n

=n E k -k I - E ((14(1 +,13+)i)' - (H. (I + EB.4)k)

oil Zk = 14(l + -B+)i+ - (l + -B-.i-~
On rappelle ]a d~finition du terruc de pr~cision du test:

i+n 
2

Ek=t3

Suir A+, partir de I'cxpressiori r6currente (4.3) de Zk, on obtient

E[Z'+ 1 ;A+]
~ (1 eB..) 2(1 - K-Jm) 2E142 ; A+]

±E2 (I + e1+) 2 (B+ - B-)' 1'EIp+2 Al

±elI~x'(l+ eB-() + ILICIlo+

+2e (I +,5B+)(1 + EB-) jB+ - B- (1 - 1ThK.)H+E[Zk4 A+

Remarque 5.8 Souis (111)2), Ia (Iiffcrence HI K+ - H-LK- est d'ordre 0(c), a lors
quc sous (IIDI), clle 6tait d'ordre 0(l).

On utilise I'in~galit6

2 (1 +±EB-)(l + -B+)IB+ - B III+4E4;+

(I +~ FD..)Il + E+B -B-H E 2+ 2;)1 H-IEf+ K; A+,],
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et Ics majorations suivantesi, pour e stiffisatnent petit,

0 < (I + e14)'(1 - ILA'..) 2 + 1-K(- ILK-.)

De la m~rne fa~on que dans le paragraphc 4.2, sous I'hypoth~se (114), on obtient

E[Z'; A+] <A, Cl +C63 ,

I BI1(2 +e3B+)

Sur A.., on fait un raisonnernent sirnilaire.

Remarque 5.9 Le processus {Zk} est d'ordre O(V,/-) sous I'hypoth~se (lI) et
d'ordrc 0(c) sous I'hypoth~se (11D2).

De m~rne que pour le test pr6c~dent, on consi&re deux types de proc~dures.

Prerniire proc&iure:

Pour r fixtf, on calcule L,, jusqu' cc qu'on ait R , > r. Par un raisonnement similaire
Scelui du paragraphe 5.1, on choisit r = inax(r., r+) avec

r-. =4 A2 )- et r+ = 42

La constante A est obtenue par inversion de la fonction de repartition de la Ioi
A'(0, 1). Les estimations des temps moyens pour pren(Ire une (leCision sont donn~ces
par

2 (2 -)

4 A2 B+(2+ cB+)
EV~ = (B+ - B-)

Remnarque 5.10 Les temps moyens pour prenidre une d~cision associ6s . cette
proc&~dure sont identiques . ceux du Lest pr6c6dent quand on consid~re Ie m~rne
type d'approche (cf. paragraphe 5.1).
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Deuxi~eme proc~dure:

Soil. 11 > 0 et 12 > 0 des hornes fix~es, on introduit le temfps d'arrk' N*

N*=infln > it : , >12 ou !,, -111 Am.

Raisonris sur I'v6ncment A+, par exomple.
Nous savons, d'apr ,s cc qui pr6de, que sous I'hypoth~se (114), le procosus k=

Zkvk+, est approximativemon. un processtis rn6langeant. Par un raisonnoment sim-
ilaire ki celui dui paragraphe '1.2, pour I = en, on approche !In par to processus de
diffusion {(j} d6fini par:

I=A+ /2 di + T+-+d,

On obtient la probabilit6 d'erreur p+, "probabilit6 de refuser A+ tort":

I - C11

oii i, ld11+ ainsi quo le temps moyc'n pour prendre uno d~cision sur A+:

12 (11 +12))

De ni ,me, on obtiont ]a proIbabilite d'rreur p-., "probabilit6 de refuser A-. k
tort":

P_ 002- e,,1l-

ou i r/- 1/tP et to temp~s rnoycn pour prendre tine' (iccision sur A.-.

E(T.) = 2 (1 P(1 + 12))

Remarque 5.11 Sous (lI). les trnips d'attc'nte rnoyens sont (Iordre 0(c) Lan-
dis que sous (1!D2), its sont (Iordlre 0(l). Datis cc deuxierno cas, on pout donc
sattendre k cc' quit y ait de's intervalics oil aucuine d~cision W'est prise.

Remarque 5.12 Sous i'hypothL-se (!!D2), 1'6cart ?9+ - 0- est d'ordre O(e), donc
ic's hornes 11 et 12 SOuIL "Lr~s prochcs". On a uricsituation similaire, .colic d~rite dans
la rernarque 5.5, i.e. les temups mnoycuis d'attente sont pius longs dans Ia premiere
procedure que dans la deuxii'rnc.

Le test dIu rapport dIe vraisemrblancc' stir ic's sorties de's filtros do Kalman sora
rns on wruvrc' scion la deuxi~rne procedurc.
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6 Application

Nous rappelons que notre objectif est d't6tudier le comportement des filtres pro-
posis par rapport i la solution optimale du probkime de filtrage et de comparer
les diffirentes; procedures permettant de les obtenir. Nous devons donc, en premier
lieu, d~finir des crit~res de comparaison.

6.1 Les critbres, de comparaison

Une premiere Wde est de conside'er, pour une probabilit6 d'erreur fix6e,

* l'axnplitude moyenne des intervalles d~tect~s, pour comparer les tests de d6tection

* le temps moyen n~cessaire pour prendre une d~cision, pour comparer les tests
de determination du signe.

Pour comparer les tests en termes de probabilit6 d'erreur, il semble naturel de
s'intiresser aux pourcentages suivants:

" pourcentage d'intervalles d~tect~s corrects.

" pourcentage de d~cisions correctes (i.e. nombre de d~cisions correctes par rap-
port au nombre de d6cisions prises).

Nous qualifions une d~cision de correcte lorsque le signe choisi correspond celui
de la trajectoire sur un intervalle de monotonie correct.

Les temps moyens d'attente pour prendre une decision sont calcul~s d'abord
th~o.-iquement (voir les paragraphes 4 et 5) et sont ensuite confront~s aux r~sultats
obtenus par simulation.

6.2 Exemples

L'6tude du probl~me sous I'hypoth~se (HD2) 6tant notre principal centre d'int6-
ret, nous consid6rons des exemples v~rifiant cette hypoth~se et nous appliquons
les diff6rents tests d~crits dans le paragraphe 5. Nous 6tudions I'influence de ]a
fonction d'observation sur I'efficacit6 des tests, dans I'exemple 6.2 et celle de ]a
d~rive dans I'exemple 6.3. rNous nous int6ressons ensuite . un exemple v6rifiant
I'hypoth~se (HD1), pr~sent6 dans [4]. Ceci nous permettra d'illustrer que dans
ce cas, les d6cisions sont prises beaucoup plus rapidement que sous (HD2). Nous
justifierons ce fait par le comportement de la solution de N'quation nde Zakai.

Dans le paragraphe 5, sous (HD2), nous avons propos6 une m~thode de determination
des homnes pour les tests du signe et d'estimation des temps d'attente sous l'hypoth~se
(H4): B_. < 0 et B+ < 0. 11 est int~ressant d'~tudier les r~sultats obtenus dans le
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sous I'hypothi'se (HI): B_. < 0 et B+~ < 0. 11 est intdresisant d'dtudier los r~stiltats
obtenug datis le cws oih l'hypot~i-.i (1ll) Weost pas v~rifi&!. C'est cc quo nous$ nous
proposons de faire dans l'exrniple 6.6.

Pour cliaque exemple, nous commentons les r~sultats statistiques sur le corn-
* portomont des tests. On pout consulter ces r6stultats dans l'annexe A.

Remarque 6.1 On rappolle quo. la determination des bornos utilis6os dans les tests
de d&ision sur le signc repose sur la possibilit d'atteindre tine situation station-
naire. AprL-q la d~tection d'un passage z~ro, uious devons attendre un "certain"
temps, no, avant de cumuler los satistiquos do decision (1es tests. Nous avons choisi
pour ces exemples no = 6.

Exemnples sous; lhypothise (HD2)

Exemnple 6.1 On coniside le syst~nw{ 1  = xk-±0.0l b(xk)+vr1AT0Tuk, xo'-A(--5,0.1)

A = lyk + 00-01k,

avec
b~x<0

S0.25 x x> 0.

On s'int6resse tout dabord uric trajectoire sirnul6e sur l'intorvalle do tenips 10, 101.

Dans cc cas, los; rtlsultats des diff~rentes procd-dures 6tant sitnilairo-s, rious illus-
trons par ]a figure A.]. uniquornent cOIx (Jos tests de detection et dui rapport de
v'raiseniblance stir los observations.

Danis cette figure. la trajectoire dui signal 'a estirner est trac(IT en trait plown ct
le filtre propos6 en pointille. Lo-s intervallos: do inonotonie (lecteS sonit signak's en
noir clans le cas oii unto (lecision est prise stir le signie et en gris s'iI n'y a pas do
decision. Nous rappelonis quo stir un intervalle de monotonic, si le test applique
d6cide "signe positif-, (respectivenment "signe negatif') on (race la sortie du filtre
do Kalman- Bucy (2.3) (respectivomnet Ia sortie (Iu filtre (2.4)). Si le test no prend
pas de d&ision, los sorties (d0s (lelx filtres sont ropresejtes.

11 est interessant do regardler le corriporternent do la solution optimrale pour cc
probIlrne. Dans la figure A\.2 on repr(,scuite, en plus do la trajectoiro (on trait plein),

estirnation optinale obteniuc par reisolut ion nutnnrique (10 Iquation do Zakai (en
trait pointillc), CliLour~e par sa r6gion dIt conflance corresponidante 4 une probabilit6
(10 90c.. Uri g~niratcur autornatique do programmes FORTRAN a &6 utilis6 pour
obteriir cette solution.

Dans los figures A.3 ii A.6, on trace Ia denisit6 conditionnuille L divers instants do
I'intervalle 10, 10). Le trait vertical correspondl k ]a valour dui signal sirnuk' 4 ]'instant
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t. On note qu'au moment oii la d~cision sur le signe est prise, la loi conditionnelle
approche une loi gaussienne et quo pr~s d'un passage i z~ro, la loi conditionnello a
deux "bosses".

On peut constater, par exomple, qu'., l'instant t = 6.5 los tests ayant dejA de'tect
un intervalle de monotonie, no sont pas encore capables do dkider sur le signe. Cette
d6cision sera prise aux environs de t = 8.48. En regarclant le comportement do la
solution de PNjuation de Zakai, on remarque l'oxistence de deux "bosses" partir
de 1'instant t =3, approximativement. A l'instant t = 8.48, instant oi les tests
do decision sur le signe sont capables de prendre une d6cision, une des "bosses" de
la densiti conditionnelle est d~ji n~gligeable (voir la figure ??), ce qui oxplique le
fait qu'une d6cision puisso ktre priso. A cet instant, le filtre propos6 et l'estimation
optimale ont un comportement similaire.

On s'int~resse maintenant aux r~sultats num~riques obtenus pour uno trajectoire
simul~o sur 1'intorvalle de temps [0, 100] (voir los tableaux A.1 et A.2).

On constate quo

* Le test do d~tect-on sur Ie sorties du filtre do Kalman-Bucy permet do d6tectcr
des interval~es do monotonie plus longs que le test sur los observations; cepen-
dant 1'erreur commise est aussi plus grande.

* Le fait d'augmenter Ia borne do detection (par exemple on diminuant la proba-
bilit6 d'erreur a) ontraine 6videmment la d~tection d'intervallos do monotonic
plus potits. 11 semble quo nous contr6lons moins bien ]a probabilit6 d'erreur
du test sur la sortie des filtres do Kaiman-Bucy quo cello du test sur los of)-
servations. Voyons par exemplo ce qui so passe quand on prond ad = 5% (voir
le tableau A.2). Le pourcentage d'orreur do d6tection p2 est sup~rieur colui
qui avait &6 impos6.

* Los r~sultats des tests do decision sur le signo bas6s sur le rapport do vraisem-
blance sur los observations ou stir los sorties du filtre do Kalman sont corn-
parables. Toutos fois, Ie temps mayen pour prendre tine d6cision semble 6tre
16g&ement plus petit dans le premier cas quo dans le deuxiome.

* Le fait do diminuer la probabilit6 d'erreur pour Ia d6cision stir Ie signc entraine
naturellement une reduction du pourcentage d'intervallos avoc decision et des
temps d'attente plus grands pour prendro ces d~cisions.

Remarque 6.1 Les temps moyeuis pour prendro tine decision calcul~s th~oriquernent
sont beaucoup plus 6lev~s quo coux v~rifi6s en pratique.

Exemple 6.2 On modifie la fonction d'observation dans l'exemple 6. 1. On con-
sid~re:

h(x) = 0.4 1x1.
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On obtierit les r~sultats prc~sentks darts lc tableau A.3.

Le fait de (lirinuer le coefficient I /1+ I = I H-I semble avoir pour eifet I'augrncn-
tation des pourcentages de d6tection d'iritervallcs corrects. Autrernent (lit, lorsqu'on
diminue le coefficient 11+ I = 111-1, les constantes des tests de d~tection augmentent.
On d~tecte plus de passages k. z#o et les longueurs des intervallics de momotonie
dirninuent. Cc comportement des tests est satisfaisant vu qu 'une diminution du
coefficient IH+I IH-I est 6quivalente k uric augmentation du bruit d'observation.

On v~rifie 6galement uric "16&e diminution des temps d'attente pour prendre
uric d~cision. Ccci s'expliquc du fait que les statistiques des tests du signe sont
calcuh~s loin des passages a zero.

Danis cc cas, le test de d6tection des passages z~ro bas6 sur 1leN sorties d'un des
filtres de Kalinan-Bucy est meilleur quc ccliii ba.-6 sur les observations.

Exemnple 6.3 On consi&re les rncnes parank~res que dans l'cxemple pr6ciden.
sauf pour la decrive b(x):

02 xx> 0.

Les r~sultats sont consulter darts Ic tableau A.4.

On remarque que le pourcentage de d~cisions est minrtenant plus 61cv6 et que
le temps moycri pour prendlre uric d&ision diminuc cons id~rablernent. Ccci illustre
parfaitement, Ics cakculs thioriqucs pr~sernt~s dans le paragraphe S. Le fait de dirnin-
tier le rap~port I11(B+ - B-)2 (respectivernent IB-I/(B+- B_)2) a pour effet
dlaugmenter Ie terrne dIe pr~cision darts les statistiques L et L.On obtient donc de
ineilleturs r6sultats. notamment pour Iv temps d'attente "c6 positif" (respective-
merit -c~t6 rigatif").

Exemnple sous l'hypoth~se (HD1)

Exemnple 6.4 Nous chiangeons Ia fonctiori dobservation de I'exernple 6.1:

2,x >0.

Le syst~mc conisidere v~rifie 'hvpothii-se (HD1)).

Par Ics figure,, A.7 k A. 10, nous illustrons les r~sultats des diff6rcntes proc6durcs
appliqu&-es uric trajectoire sirnule stir I'itervalle dle temps [0. 101. Nous remar-
quons que Ie tesit de Ia variation quadratkiu d6cide plus souvent (Ju( le test sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy.
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Le comportement de l'estimation optiinale et 'ia r6gion de confiance h 95% repr&
sent~s dans Ia figure A.11, trnontrent clairement que dans cc cme, Ia loi conditionnelle
approche beaucoup plus rapidernent uric loi gaussienie, apr~s un passage h~ z6ro que
dans l'exemple 6.1 (voir la figure A.2). Ccci justifle le fait que nous d~cidong dui
signe de Xk plus souvent sous I'hypothi~se (JJDI) que sous (HD2).

La comparaison entre Ie figurN. A.12 i A.14 et lee figures A.3 t A.6 (voir
l'exemple 6.1) illustre nouveau la rcmarque pr&&ldente. Dans cc cas, unc des deux
"~bosses' de la loi conditionnelle s'estompe rapidement aux environs des instants de
d~cision (I = 6.86 et i = 6.88), tandis que dans l'exemple 6.1 on ne retrouve un tel

comportement (ju'aux alentours de ]'instant i = 10.
Les r~sultats num~riques des tests appliqii~s k. une trajectoire simul~e Sur l'intervalle

de Lemps [0, 1001 (voir le tableau A.5) mettent 6galcrncnt en 6videncc quc lee temps
d'attente pour prendre tine d~cision sous l'hypoth~sc (HD1) sont nettement plus
courts que sous I'hypoth~se (11D2).

Remarque 6.5 Queques remnarques stir lee r~sultats des procidures appliqu~es
plusicurs; trajectoircs simul6es sur un intervalles de temps [0, 100].

" Les tests d~tectent moins de passages h z~ro lorsque l'&art IH+ - H- aug-
mente et Ie taux d'erreur est sup~rieur au, taux souliait6. De fa~on plus nette
que sous (HD2), nous contr6lons "momns bien" Ia probabilit6 d'erreur du test
de d~tection sur Ia sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy que celle du test
sur les observations.

* Pour tine diff6rence la+ll+ - a-.IL-1 = 0.5, Ics tests de d~terrnination dui
signe out des taux d'erreur sup~rieurs k ceux dcmand&. Lc test dc la varia-
tion quadratique a tendance hi (Icider plus souvent que le Lest du rapport de
vraisemhlance Sur icc sorties des filtres de Kalman-TBucy, mais semble g~n~ralv-
ment inoms fiable. (cf. [4]).

" En augmentant l'cart Ia+JI+ - a-H 1, les tests dIe d6termnination dui signe
d6cident plus souvent et prennent, nioms de fausses9 d6cisions.

Un exeinpie sous I'hypoth~se (11D2) ne vfiriflant pas (JI14)

Exemple 6.6 On consid~re le systi'ne suivant:{k~ = k +0.01b(Xk) + l/--TUk, x0 .1 V(-5.0.1)

I/k IrkI + V' Vk,
avec

11-42



Remarque 6.7 Le coefficient de d6rive B+ 6tant positif et B-.. 6tant n~gatif, ii y
a 6peu" de passages it zero et le signal a tendance '"fuir" vers l'infini &~s qu'iI est
dui c6t6 positif.

Nous 6tudions uni cas oii I' hypothi'se (HID2) est v~rifi~e mais pas (M1). Cepeni-
dant on applique Ics tests pr~sent~s daris la section 5. On rappelle que les bornes
utilis~es dans ces tests ant Wt de'termin~es sous l'hypoth~se (M1) et ne sont plus
justifi&es dans cet excinpie. 11 est donc int~ressant de regarder les r~sultats qu'cllcs
engendrent dans une telle situation.

Dans la figure A.15, nous tra~ons le filtre approcb6 construit i partir du test
de d~tection et dui test de rapport de vraisemblance bases Sur les observations. Les
resultats obtenus par les autres proc~dures sont sirnilaires.

En comparant le filtre propos6 et ['estimation optimale (voir la figure A. 16), on
remarque que leurs comportements sont, semblables sur 1'intervalle de monotonic
d6tect6 [0,3] et 6galement . partir de l'instant t = 7, environ. Ccci est satisfaisant
vui quc sur I'intervalle de monotonie [5.80, 10j, les instants de d6cision Sur le signe
sont t = 7.15, pour le test sur Ics observations, et I = 7.20 pour le test sun les sorties
des filtres de Kalman-Buc%.

Ainsi, pour certains cas ne v~ifiant pas l'hypot. e (M1), on peut encore utiliser
les bornes r-alcul&es sous rette hypothi'se et obtenir des r6sultats "corrects".

Remarque 6.8 Dans cette situation oji Ihypoth~sc (114) n'est pas v~nifi6e, rious
ne savons pas estimer th6oriqucrnen. le temps d'attentc ('une d6cisioni.
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7Conclusion

On a d~crit des tests permettant de determiner les intervalles de Iin~arit6 de la
fonction d'observation, pour un syst~me liniaire par morceaux en temps discret
avec petit bruit d'observation. Deux types de tests sont nicessaires: un premider test
permet de d~tecter les intervalles oji il n'y a pas de passages z6ro; un deuxi~me test
permet de d~cider du signe pris par la trajectoire sur cet intervalle. Sous I'hypoth~se
(HD2), diff~rents tests ont &6 proposes. Pour la detection des intervalles de mono-
tonie, on a le choix entre un test bas6 sur les observations et un test bas6 Sur Ia
sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy. Pour l'&ape de d6cision du signe, on d6crit
un test de rapport de vraisemblance Sur les observations et un test Sur les sorties
des filtres de Kalman-Bucy.

L'efficacit des tests de ditection d~pend de la m~thode de determination de
leur borne. Pour le test bas6 Sur les observations, une formule permettant d'obtenir
cette valeur a &6 justifl6e th6oriquement. Ceci n'a pas 6t6 de m~me pour le test
base' Sur la sortie d'un des filtres de Kairnan-Bucy. 11 nous sernble donc naturel4
que ce deuxi~me test se comporte momns bien que le premier. Quant aux tests de
determination du signe, on a viriUl que leurs comporten-ents sont semblables. Des
formules permettant de determiner les bornes et les temps moyens d'attente pour
prendre une decision ont &6 propos~es sous 'hypoth~se (H4). On remarque de
maniire g~n~rale, que les temps moyens d'attente calcul~s th~oriquement sont plus
longs que ceux obtenus en pratique. On niote t6galement que l'ordre de grandeur des
temps moyens d'attente th6oriques et enpiriques est plus grand sous I'hypotbhse
(HD2) que sous (JIl).

On peut envisager d'6tendre cette 6tude des syst~mes ofi la fonction d'obser-
vation h poss~de plusieurs points critiques dans le cas ofi l'allure de cette fonction
permet d'appliquer les procedures d6crites localement. On peut aussi consid~rer des
syst~mes de dimension n > 1, avec: des bruits correl6s.3

Une extension au cas de fonctions monotones par morceaux existe dans [5], Solis
l'hypoth~se (HDI). Des essais ont 6t faits par [4] dans le cas d'une dynamique non
Iin6aire. 11 reste ~ijustifier son analogue sous l'hypoth~se (11D2).
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Annexe A

Re'sultats numeriques et
representat ions graphiques des
exemples presente's dans la
sect ion 6

1 RWsultats numeriques

Nous introduisons les notations suivantes:

TDO: test de d~tection sur les observations.
TDK: test de detection sur la sortie d'un des filtres deC Kailman Bucy.
TLO: test du rapport de vraiserviblance sur les observations.
TLK: test du rapport de vraisernblance sur les sorties des filtre-s deC Kalmani

- Bucy.

Od: nivcau d'errcur pour le test de d6tection.
cr, niveau d'erreur pour Ie- ttest dIe d~termination dIu signe.
C: borne du test de d~tectioTn.

-11. 12: intervalle de confiance du test de dktermination du signe.
ET. , ET: temps rnoyens th&iriques d'atnte d'unc d~cision.

p, : pourccntagc dIe pas de temps d~tectks.
p2 : pourcenaage d'iratcrvallcs de mionotonic corrects.
p3: pourcentage de pas de temrps avetr decision.
p4: pourccntage de dkcisiozs correctes.

T, 7T;: mfoYvenfls. empiriques des temps (I atterite (tune dkiSioT.
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Test dI d6tection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO T'LK TLO TLK

C 0.143 0.143 0.143 0.143
-11 12 -2.94 2.94 -7.70 7.67 -2.94 2.94 -7.70 7.67

ET' ET. 18.8 4.71 18.9 4.69 18.8 4.71 18.9 4.69
p, 84.5% 84.5% 86.3% 86.3%
p2 96.3% 96.3% 93.2% 93.2%
p3 40.6% 40.6% 41.7% 41.7%
P4 100% 100% 100% 100%

T_ T+ 1 .3 1.5 11.3 1.5 12.1 1.6 11.7 1.61

Tableau A.l: r6sultats num6riques pour 1'exemple 6.1 (Od = 5%, a, = 5%)

Test de d6tection TDO TDO TDK I TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.17 0.17 0.17 0.17
-1112 -2.94 2.9,4 -7.70 7.67 -2.94 2.94 -7.70 7.67

ET* ET; 18.8 4.71 18.9 4.69 18.8 4.71 18.9 4.69
p, 82.4% F- 1% 84.2% 84.2%
p2 97.9% ,i.9% 97.5% 97.5%Y
p, 39.0% 39.0% 11.,1% 41.4%
P4 100% 100% 100% 100%

T- T+ 1 1.3 1.5 1.3 1.5 2.1 1.5 1.7 1.5

Tableau A.2: r~sultats num6riques pour P'exemple 6.1 (ad = 2.5%, 0, 5%)
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Test de d&tection TDO TDO- -TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.121 0.121 0.302 0.302
-11 2 -2.94 2.94 -4.38 4.36 -2.94 2.94 -4.38 4.36

El': ET+' 18.8 4.71 18.9 4.70 18.8 4.71 18.9 4.70
p, 70.8% 70.8% 75.4% 75.4%
p2 98.4% 98.4% 98.8% 98.8%
p3 35.0% 34.9% 40.1% 38.8%
P4 100% 100% 100% 100%

TT+ 0.0 1.1 0.05 1.2 0.0 1.4 0.05 1.5

Tablcau A.3: r~sultats numdriques pour l'exemple 6.2 (ad = 5%, a, = 5%)

Test de ddtection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.144 0.144 0.144 0.144
-1 12 -2.94 2.9.4 -7.69 7.54 -2.94 2.94 -7.69 7.54

ET- ET; 2.350.117 2.400.115 2.350.117 2.400.115
p, 85.5% 85.5% 87.0% 87.0%
p2 95.3% 95.3% 92.5% 92.5%
p,3 66.8% 66.8% 69.3% 68.4%
P4 95.8% 100.0% 90.0% 94.7%

T._ T+ 0.0 0.28 0.12 0.29 0.0 0.30 0.12 0.33

Tableau A.4: r~sultats nurnriques pour l'exernple 6.3 (od 5%, a, = 5%)
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Test de d6tection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.165 0.165 0.165 0.165
-11 12 -4.70 2.37 -15.80 7.80 -4.70 2.37 -15.80 7.80

ETI ET.; 0.44 0.13 2.46 0.44 0.44 0.13 2.46 0.44
P, 86.6% 86.6% 88.2% 88.2%
p2 93.5% 93.5% 87.5% 87.5%
p3 71.2% 63.4% 76.1% 65.4%
P4 82.4% 87.0% 71.1% 66.7%

T-L T+ 0.38 0.29 1.60 0.28 0.40 0.37 1.60 0.30

Tableau A.5: r~sultats numdriques pour l'exemple 6.4 (ad = 5%, a, = 5%)

2 Representations graphiques
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(testdobs-testdrobs) signal + estimate

3

2

-II

2

02 6 $ to

Figure A.1: Sous (1iD2), exemple 6.1: tests de dtection des passages L zero et de
d6cision du signe basds sur les observations.
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signal + estimate

.3

-4

0 2 6 310

Figure A.2: Sous (11D2), exemple 6.1: solution de N'quation de Zakai (le niveau de
gris correspond une r~gion de conflance 95%).
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FiueA3ros(D) xrpe6 :dest odtonle; 'ntn .

Figure A3: Souis (HD2), exemple 6.1: dersit6 conditionnelc li. instant t 7 .
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Figure A.5: Sous (ID2), exemple 6.1: densit6 conditiontielle 4 P'instant t 8.48

Figure A.6: Sous (11D2), exemple 6.1: densit6 conditionnelle l 'instant t 10
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(testdobs-testqv) signal + esnmate

4i

., I .L

3

2

0 2 4 6 1 30

Figure A.7: Sous (!Di). exernple 6. 1: test dC dtection des passages zero bas6
sur les observations et test ie d&ision du signe bas6 stir la variation quadratiquc.
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(testdobs-wsto) signal + estimate

2

0 2 46 1 to

Figure A.8: Sous (JI), exemple 6.4, test de de4tection des passages . zero bse
sur Ics observations et test de d&ision du signe baski sur la sortie des filtres de
Kairnan -B cy.
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(testdko-testqv) signal + estimate

2

0

4I

0 2 4 6 2 10

Figure A.9: Sous (IIDI), exemple 6.A: test (i (l6tection des passages zero basi'
sur la sortie des filtre.'s (t Kalman- Bucy et test de dcision du signe bas6 stir la
variation quadratiquc.
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(testdko-testlrko) signal + estimate
4

. !I I ,Ij

4 6 8 10

Figure A.IO: Sous (I]DI), exemple 6.A: tests de d6tection des passages ' zero et de
dirision du signe bas6s sur la sortie des. filtres de Kaltian-Bucy.
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signal + estimate

2

0

.4

0 2 a to

Figure A. 11: -Sous (IIDI), exemnple 6.-4: solution de le6quation (dC Zakai (Ic niveau
de gris correspond une region de contiance 4 95%).
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Figure A.12: Sous (lID I). exernple 6. 1: deriste conditionnelle h instant 1 6.60

Figure A.13: Sous (IIDI). exernpie 6.4: dcrisiL6 concliLiornclle ;L I'instant I=6.86
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Figure A.14: Sous (lI), exemple 6.4: denisitc conditionneflc F Iinstant t 6.88
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(tcstdobs-testdrobs) signal + estimate

Figure A. 15: Exemple 6.6: test de (jetectior) des passages azero base str Ics obser-
va-t;ins et test de dicisioc dci sigrie batsi stir la variation quadratique.
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signal + estimate

3

3 1

S JI., t,

0 2 4 6 1 O

Figure A.16: Exemple 6.6: solution de I'6qiation de Zakai (Ie rtiveau de gris 'orre-
spond a une rdgion de confiance h 957,,)
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Chapitre III

Filtrage line'aire par morceaux
partiellement observe avec
petit bruit d'observation
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RWsum6

On consid~re un probllme de filtrage lin6aire par morceaux avec petit bruit
d'observation dans le cas oii le processus d'6tat de dimension deux est ob-
serv6 par un processus uniAdir.nensionel. Sous une certaine "hypoth~se de
d~tectabilitg, on propose un filtre sous optimal de dimension finie en traitant
s~par~meiit la composante d'6tat "directement" mesur~e Le filtre approch6.
correspondant t cette composante est construit i I'aide do filtres de Kalman-
Bucy et do tests statistiques. A partir do ce dernier, on obtient une estimation
pour la deuxi~me composante. On montre quo I'erreur d'approximation est
asymptotiquement optimale.
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1 Introduction
Nous nous int6ressons t une classe de probli~mes de filtrage "lin6aire par

i-norceaux" partiellernent observ6-s avec petit bruit d'observation qui apr -s Uri
chiangernent de variables, peuvent s'6crire sous la forme suivante:{dXj(t) = b1 (X1(t))d + B12X2(t)dt + cridV(t) + o112dV2(t)

dX 2(t) = b2l (XI (t))dt + B22X 2(t)dt + 0u2,dV1(t) + a'22dV2 (t) (1.1)

dYt = h1 (X 1(t))dt ±EdW(t), Yo = 0.

ou {X() = (XI (0,X 2 (0)*, t > 0) est le processus d'6tat 'a valeurs dans 1R2',
estirne-. 'a l'instant t, au vu des r6ahlsations jusqu' l'instant t du processus

observ6 {Y(t) , t > 0) . valcurs dans JR. Les processus {(V(t), V 2 (t))y, t >

0} et I{W(t), t > 0} sont detix processus de Wiener ind6pendants valeurs re-
spectives clans 1R2 et JRt d6finis sur uni espace de probabilit6 filtr6 (Q, F, T, P)
tels cjue le syst~me (1.1) soit v6rifi6. De plus, le param~tre e est petit.

Le probfl~me est lin~aire "par morceaux" au sens oii les fonctions mesu-
rabies b, 1, b2l et h I sont d6finies comine il suit:

x -.b1 1 i) =1,~(x) BT x + I11 .,(x)Bj' xr,

b2 ll R--4 fl?

I -. lu(x)IBj x + 1I ol, ()IB' x,

X -~h(x) -ic( x? x + (.r)J11 x.

On note hi 1.- fonction (l'olbscratiouz. h : JR2 -- lit est (loriric pa r 11'- x 2

Ij (xi )
On suppose quc:

(H11) -,Xi(0) = xoi E I111, X 2(0) -' (xo2, Q02) et X2(0) (-t ind6pedant des
processus (Ie Wiener (V(1) :1I > 0) et {W(t) t1 > 0.

(112) :hi est noni injective: 1+ //1- < 0.



(M1): Le syst~me est observable: B312 #6 0.

(H4) o:' c 1 + a' #0.

Sur l11' xlR (resp. R- xlJR.), le prob1me (1. 1) s'6crit comme un probl~me

On 6met de plus P'hypoth~se suivante:I

(H16) : Les syst~mes (P-) et (P+) sont stabilisables, i.e. il existe unematricc
(2,2), L-, (resp. L+), telle que la inatrice B+aU-, (resp. B+ +1L+)

est une matrice stable, avec

B±= B~ 1±1 21 et a ~Ii a21
1j 2 / ( 02 a2 2

Dans le problmne lin~aire (P+), (resp. (P..)), la composante Xi(t) dui
processus d'6tat est directement inesur&e. Dans la suite de notre propos, par
abus de language, nous ]a qualifierons 6galement de composante "directe-
ment" mesur~e pour le probP~ine (1.1).

Notre but est de construire tin filtre sous--optima! en dimension finie facile-

zeo. calculable et d'obtenir des r6sultats asymptotiques lorsque '- tend vers

R16cemnment, plusicurs probl~mes; de filtrage lion lin~aire partiellernent
observ&s avec petit bruit oti avec petit bruit d'observation ont 6t6 ktudi~s
(cf.[l1,I, [41, [9]). Dans [11)], J. Picard 6nionce des conditions sous lesquelles
l'erreur de filtrage (i.e. l'erreur quadratique niinimale) tend vers z~ro lorsque
le bruit tend1 vers z6ro et miontre que dans ce contexte. le filtre dle Kalman
6tendu est efficace. Cependant, daiis Ie cas o6i uniquernent le bruit d'ob-
servatiori est faible, une des conditions se traduit par l'injcctivit6 forte de
]a fonction d'observation. Dans [14] et [9], les auteurs s'int~ressent . des
probl~mes particuiliers oi'i Ia (lynanlique dui syst~ine est rnod~lis~e par tin
processus de diffusion de dimension 2, Ie processus d'observation unidimen-
sionnel et la fonction d'observation est injective par rapport Ia composante
"directement" mesur~e, A.J. Krener consid~re dans [6], un rno&Cl avec pe-
tits bruits de dynamique et d'observation pour certaines composantes. La
non lin~arit6 d1u systemne d~perid uniquetnent de ces composantes qui peu-

vent 6tre rapidement estini6es de fa~on pr~cise et ]a foniction d'obscrvation
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est suppos&e Iin6aire. Par un changernent de probabilit6, ii montre que dans
ce type de situation, le filtre Iin~aire est asymptotkjuement optimal.

Dans notre probPme, la fonction d'observation est non injective par rap-
port X1 (t), mais notre 6tude s'apparente celle de A.J. Krener au sens oui
Ia non Iin~arit6 du syst~me depend uniquement de la composante X1 (t) que
nous pouvons estimer rapidement et de faqon pr&cise sous une certaine "hy-
poth~se de d~tectabilit6". En effet, sous l'hypoth~se (HD 1): IHil I H1 ,
une proc~dure de tests semblable i celle d6crite dans les paragraphes 3 et 4
dui chapitre 1, (voir 6galement [1]), permet de determiner les intervalles de
temps durant lesquels Xl(t) ne passe pas par zero et sur ces intervalles, de
d~cider de son signe avec: une probabilit6 proche de un quand E est petit.

Sur les intervalles de monotonic e la fonction hl, le prob~ime (1.1)
s '6rit comrne un problime Iin6aire avec condition initiale non gaussienne.
Les diverses; 6tudes sur le comportement asymptotique du filtre de Kalman-
Bucy associ6 i un syst~me lin6aire partiellement observ6 quand le bruit
d'observation tend vers zero (cf. 1 121, [10], [4], [7]) mettent notamment eni
6vidence que sous les liypotli~ses 6rnises, la composante du filtre corresponl-
dante Xl(t) est "nirnoire courte", contrairement celle de X 2 (0) non
t"directement" mesure.

Ainsi, uniquement la coniditioni initiale de X1 (t) est sans importance et
donc stir les intervalles de muonotonie de la fonction hi, uniquement Xdt)
pourra ktre estimer pr6ciseinncnt par uni des deux filtres de Kalman-Bucy
(FAX.) ou (FK+) associ~s resp. aux syst~mes (P-..) et (P+). Dans le casE =
0, Ia diffirence de comportement des deux composantes (hi processlis d'6tat
est parfaitement illustr~e. Nous nous inspirons de cette 6tude pour proposer
sur tin intervalle de temps [0,j], sous lypoth~se (HIID), un filtre approchi6
pour X1(t) . partir (I'une Iprocedure dIe tests et des deiix filtres de Kalman-
TBucy (F'IC) et (FA'+). A I'aide dIe ce dernier, iotis construisons un filtre
pour X2 (t). On inontre (jil I'erretir (Iapproxirnation est asymptotiquernct
opti male.

Ce chapitre est organis6 (Ie ]a fa~on suivante:
Dans Ie paragraphe 2, oil ctucdie le cas ei = 0. 1)ans Ie paragraphe 3, onl

donne quelques r~sultats pr6lirninaires stir les filtres de Kalmanl-I31ucy (FX..)
et (FK+). 1)ans les paragraphes 4 et 5, onl pr~sente de fa~on succincte la
proc~dure de tests permettant de (lecider dui signle (10 X,(t) sur les intervalles
de temnps durant lesquels XI(t) ne passe pas par zero et de d~terininer ces
intervalles avec tie proIbalilit6 proche (Ie uri quand c et p)etit. IDans le



paragraphe 6, on propose stir tin intervalle de temps [0, T], tin filtre sous
optimal pouir estiner X(t) et on montre que lorsque e tend vers z~ro, l'erreur
d'approximation commise tend vers l'erretir quadratique minimale dans le
cas - = 0. On obtient une majoration de la vitesse de convergence. On
conclut dans le paragraphe 7.

Notation 1.1 On notera c ou C, les constantes indeipendantes de e dont les
valeurs sont sans importance.
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2 Lecase=O

On consid~re le mod~Ie suivant:JdX1(t) = bj1(X1(t))dt ±B 12X2(t0dt + at,dVi(t) + ai2 dV2(t),

dX 2(t) = b2 1(XI(t))dt +B 22X2(t)dt +ao2idVi(t) +a 22dV2(t), (2.1)

yj= h(It

avec les hypotheses et les definitions 6tablies pour le syst~me (1.1).
Soit b > 0, on introduit une suite de temps d'arrk {rk , k E IN}

70= 0

-rk = inf ft > Tk-.. + 6 t.q. y(t) =O0}, k > 1,

et on d~finit les 6v~nements:

A' (T + 6, 7k+ I) = , { (t) O50 rk+b < t < rk+ I

A0 (7-k+ b, k+) I {X(t) !0;rk + b<t< rk+l}I

Sur A'.(T-k + b,r7k+i ):

(y)t - (y),,,+6 = (H- )2(a~i + a12 ) (t _ 7- 6)

Sur A' (Tk + b, 7k+1)

(y,- (y,,b= (HI )2 (0,2 1 + 0,2 ) (t _ -k 6).

On pose

112 = (H- 2(.7 1 + 0, 2 )

Ainsi, sous F'hypoth~se (111)1) :ij' I/ ~IijportE[,+ rk],

variation quadratique de y(t) permet de d~cidcr du signc de Xi(t).

Soit in0 = 7+ 1, stir I'iitervalle [0, TI], X, (t) pcut ktre cstim6 par le

processus {X?(t); 0 < t < T) ck'fini de la rnani~re suivante:

fxi:) 1 fT+7k+It 1 {s)(i [ 2 ~ ) YtIil
k=o

+ l(4..yr~F(..~.6)Yt/IHJ

fco(o) = xO,. (2.2)
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On rernarquc que pour tE [Tk+±6, 
7

Ak+I 1, X1 (t) est calcul6 de fa~on exacte.
11 ni'n est pas de m~mc pour la composante X 2 (t).

Dans un premier temps, iiitroduisons le processus {M2 (t); t > 0} avec
M20(t) = E(X2 (t)jX 1 ) Ct Xt = a(XI(S); 0 < S :5 t). S i nous consid~rons
le processus {X1 (t); t > 01 comme I'observation, on obtient un nouveau
probI~me de filtrage:

{dX2(t) =B 22X2(t) dt + bu(X 1(t)) dt + a2,dV1(t) ± u22dV2(t),(23
dX1(t) = B12X2(t) dt +b 1 (X 1(t))dt + a11 dV (t) + o 2dV2(t),

avec comme condition initiale X, (0) =xoi E R1 et X 2 (0) ,' .,(X 02, Q02). On
pose

f2= a 2 I+o

f12 = 011 21 + 0a12a22.

D'apr~s U. Haussmann et E. Pardoux [31, (voir aussi It-CH. Liptzer, A.N.
Shyriaev [8]), les 1iypotbi~ses 6mises et le lemnme 2.7 chapitre 1, la Ioi condition-

0) est I'unique solution forte du syst~inc diffkrcntiel

dV1f0(t) = [B22 11!2(1) + b21 (XI (t))] dt

K(t) [dA'1(t) - (bI (XI (t)) + B 12 Mo(t)) di),

m~o(0) = £0-2,

avec 1(t) = 4,-(ll2(B 2 + f 12), (2.A)

Rh2(0) = Q02 .

Remarque 2.1 Cc filtre a la m6me -alluire" qu'un filtre de Kalrnan-JBucy.

Remnarque 2.2 Si nous consid~rons tin nouveau processus d'etat du filtre
d6fini par

nous evitons la diffdrentiation duocsu ( XI(t); t > 01. (Cf. [10)).



Le syst~me (2.3) 6tant suppos6 observable ( (113): B12 0) et COrn-
mandable ( (H5) : f2' > 0), on a:

urn 142Mt = 122> 0,
-+00

oii M 2 est solution de l'quation alg~brique de Riccati associ6 ~.(2.4).

B12I (2.I

A = (B22 _ 1 2 + B12(f2 _f12) > 0. (2.6)

On obtient une expression explicite pour la matrice de covariance 142(t):

4~(t) = 'M2 +± 2f? "r" f 121 (Q 2 - R202) - (2.7)

On s'inspire de ce qui pr&1de pour proposer un filtre approch6, X20(t) au
filtre optimal de X2(t) que nous noterons X4(t). D'apr~s la remarque 2.2, on
a

Xo(t) = k(t) + K0(t)ffo(t), (2.8)

o K0 (t) est donn6 en (2.4) et le processus {X~o(t); t > 0} est difini par{ 0X(t) = [B22 - J(O( 1)1 1 Xo(t) + b21(XCO(t))
-K 0 (t)bj1 (ff0(t)) - IsY(t)X0(t), (2.9)

ff2(0) = X02.

Remarque 2.3 Etant donn6 que or(y,; t > 0) C X,', on a

EIM20(t) - X2(t)t2 <- E14 2(t) - X'2(t)12.

De N'galit6 EIM2(t) -X 2Q1)12 = It' 2(t), on d~duit l'ordre de grandeur suivant

EIX O(t) _ X2(t)12 =0(l).

Estimons les erreurs d'approximation.
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Thior~me 2.4 VT > 0, il existe 60 > 0, c > 0, tels que Y6 E (0, bo1,

EIXO(t) _ XI(t)12 < C (2.10)
]EjX2(t) _ M20(t)12 < Cb6 (2.11)

et

Elf(2(t) - X2(t)l2 < EjkXo(t) _X 2(t) 2 + C b12. (2.12)

Preuve Consid6rons la diff6rence X1 (t) - XO(t).

X, () - Xf(t) = n

Etant donn6 que Xl(Tk) = 0, pour t > rk~, Xl(t) s'6crit:

X, (t) b I (XI(s))ds + I"B 12(X2 (s))ds

+all ( V (t) - VI(T.k) ) + crl2( '/2(t) - V2(7k) )

+c EI [ . +bf (t) (t) EV2(Tk)Ij) 1

< C2UXIt12 CE E*I +S[tIjVi (t) - VI~r)2

+c lf A (kk + 6)) -t)V- (Tk)k21

teme Eicodiintan arJ7 1 ekT+ft( en (tilian + i6) dc Tde) V< (tA(

6)) -V, (k) avc cete tibu, n111i-10



On en d6duit Ia majoration suivante:

EIX(t -X 1()1 cb + c(T) 62(2.13)

Estimons EtXCO(t) - M20(t)12.
On pose Pit = -B 22 + Ko(t)B 12. D'apr~s les expressions (2.4) et (2.7), ii

existe to > 0 tel que Vt > to, fli > 0 et K0 (t) est born6 uniformement en t.

Elf(O(t) - 0M(t) 12 < 2 ElfX2(t) - M f2(t)I 2 + 2cEIXI (t) - fc (t)I12.

D'apr~s (2.13), ii suffit de consid~rer le premier terme.

OW(t -0 M()= j frd[b 21 (f?(S)) - b2l (XI (s))] ds

-
t e~od[b, 1(.ko(s)) - b, I(XI (s))] ds

I' je-f.'rdk(s)X(0(s)) - bi I(XI (s)]Jds.

Des in~galit&s suivantes

ma

Ib~dX(s))_ b21 (XI (S))1 2 < SUP(IB~j 1, j1 1) lfkT+(tIl),
k=O

ma
jb,1 (V(s)) - bi I(XI (S))1 2 < sup(IB- 1, IBi' I)' Z1 7 7 +6 (t) IXI (S)1

k=O

et de la majoration (2.13), on obtient

ElX, o(t) _ M2O(t)I 2 < cb + c(T) 62. (2.14)

On en d~duit (2.11).
Comparons maintenant ElfXo(t) - X 2(t)J12  I'erreur de filtrage i.e.

EIXk(t) - X2(t)l 2. Si on note 11-112 Ia norme dans L , on obtient (2.12) en
utilisant I'in~gaIit6 triangulaire

11-tXo(i) - .X2(t)112  11920(t) - M10(t)Il 2 + JIlA'f(t) -X 2(0)11 2,

la majoration (2.14) et la remarque 2.3.
0
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3 Les deux filtres de Kalman-Bucy utilise's
pour estimer X1 (t)

Sur tin espace de probabilit6 filtr6 (Q, .Fj Y, P+), on consid~re le probl~imnc
Iin6aire (P+) suivant:

dX(t) = B+X(t)dt + adV+(t),(31{dY(t) = 1I+X(t)dt+EdW+(t),(3)

ou {V+(t); t > 01 et {W+(t); t > 0) sont deux processus de Wiener stan-
dards i. valeurs respectives dans JR2 et III, sous la Ioi P+. Les matrices (2,2),
B+ et a et la inatrice (1, 2), If+ sont d6finies par

B2+ B22  a21  0'22

et
H= (H+, 0).

On suppose que les hypoth~ses; (HI) i (116) sont v~rifi~es.
Construisons le filtre de Kalman-Bucy (X+(t), Re.(t)), correspondant aui

syst~me (3. 1). D'apr~s les hypotheses (M1) et (116), le syst~me est observable
et stabilisable donc

et la matrice B+ - -'R'(Hj' est stable. (Cf. 1131).
Prennions pour loi ini! iale du fiitre A'(xo, Re I avcc x0 (II,1x2)* ctli

la matrice de covariance cornditionnelle stationnaire

(+t~

o6i I?'' > 0, R"" > 0 et !?,' sont solutions des &Iuations suivantes:

f0 =2B+ +?j ±B22 ' 4BI21(' +f1? + ff(It + fl )2

j ~ 1 0 (+B 2 1 2 ±)I? 2 + 1~!r+ (3.2)
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Lemme 3.1 Sous les hypotheses (H2) ai (16), pour e suffisament petit, on
a:

1)
rt+ -R + + itl*+ (3.3)

avec

lilt'R, U+'- > 0 et Rt' + < 0(,-'). (3.4)

2)
Re= ' + R + R+, (3.5)

avec

= B R+ et 1 2 ( 2 ). (3.6)

3)
/2 + 2 + (3.7)

a vec

B2, f12 -

+ B12fI2 +?B12 f2_ 2?B22 -+ f 12 + f >0

J, < owe).

Preuve D'apr~s le syst6ne (3.2), sous los hypotheses (112) et (13), il existe
co > 0, rI. r2, r12 > 0 tels que VE E (0,Co],

R'5' + < erl, li, + < r 2 et jt? + < -r, 2 .

IDonc, ii existe une sous-suite de R 14+et qui converge quand e --1 0.

Or, toutes sous-suites convergentes de -R+ ,+ Re, ont respectivernent
pour limite R+ > 0, R+ > 0 et R'+1 solutions du syst mne suivant:

0 = f'- (I,+lt,) 2,
= B12R+2 -: f12- (tl )2RR+2,
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De la. r~solution de cc syst~rme sous lcs hypoth~ses (112)-(H15), on d~duit les
r~sultats rionc&s dans le lemme.

0

Rernarque 3.2 La rnatrkce RI est 6gale i la, matrice de covariance de X2(t)
sachant X,' dans Ic cas oil E = 0.

Soit k4-(t), I'esp~rance conditionnelle de X(t) sachant Ye, Ie processus
{X +(t) = (Xj+(t),X 2 (t)); t > 0} est solution de N'quation diff~rentie1'e

* stochastique suivante:

d~j+(t) = (I~ K, HKjti) kl+(t)dt A- B, 2 Xk+(t)dti + !Ii2~h1(X1(t))dt
±KtdW(t),

Xj()= x01,

dXk~2(t) = B22X2+(t)dt + (B2+1 - !K+H+) Xt+(t)dt + !I(+(t)h1 (X1 (t))dt

+ K2 dW( t),

X2?(0) = X02,

(3.9)
ob le processus {W(t) ; t -> 0} est un processus de 'Wiener standard soils

la Ioi P et la. natrice K'+ est 6gale ii e fois la matrice gain,

Ainsi. d'apr~s le lemmec 3.1, on a les ordres9 de grandeur:

K+= 0(l), (3.10)
A'2  < 0(j). (3.11)

On montre Ic rcsultat prelirninaire suivanlt:

Lemme 3.3 VT > 0, il existe c > 0, C > 0 lels que

himsp E e { CSup ) +t1 < C

Reinarque 3.4 Onl 1)rcisc que E dk'signe l'espe'rance par rapport a a oi P.



Preuve

fC+(t) =e'+,Xo + ! f eA'+(t)K+(X,)ds, + j eAA'+(t)K+dW(sq),

avec- 
K H B1

B2+1 -Bl-K2+H B22 )

Soit q!t la solution de N'quation matricielle:

j=A'j 4O 12.

On v~rifle que les valeurs propres de la matrice Ae sont d'ordre 0(1) et
0(1). Ainsi, la stabilit6 de la niatrice implique: ii existe -0 > 0, A > 0 et
C > 0 tels que VO < c < co,

Sachant par le kemme 2.7 chapitre I que pour tout T > 0 ii existe c > 0,
C > 0 tels que

E ex {CSUP IX(t)12} < C, (3.12)

on montre facilemnent qu'iI existe -o > 0, c > 0, C > 0 tels que Ve E (0, co),

E, exp {c 2 sup <X(t 1)<C. (3.13)

On en d~duit le r6sultat interrn6diare suivant:

E (exp I c 6'sup X(t)I'~ < C. (3.14)
I. (,T] i

Etablissons la majoration suivarite:

irnsupE ex {csupIjiI+(t)!j) < C. (.
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- ,=A11S)XO + B 22 fe-d t)+(s)ds

+ j t e~It~)K~dWs),(3.16)

avec A, -cBj' + A'Hj+ > 0 pour esuffisamant petit, d'apr~s (3.10). On
a donc l'in~galite

suip IXi+(t)I2  41o 2 + 4, IB22 I' SUP 1-k(t) I'
[0.71[0,71

±4k sup 1X1 (t) 12 + 4 sup fe-7s)idWs
[0,71 0710 '' Kd(sI

Le premier terme est dkterrniniste. On traite le second et le troisi~rne terme
respectivement i 1aide de (3.14) et (3.12). Par un raisonnernent similaire 'a
celui effectu6 dans la demonstration du lemrne 2.8 chapitre 1, on montre qu'iI
existe c > 0, C > 0 tels que

linspE~ cupf' e-' "('')KtdW(s) 12}) < C.

On en d6duit (3.15).
Pour d~montrer le lemme. ii nous reste donc 6tablir le in~me type de

majoration pour X(+(t). En posant Z, = hl(X:(t)) -- H'k+(t), on obtient
les equations

dX1*(t) = Bj'X ti)dt +- B12 X'-'(t)di + KI[jZ.,dI + ~lVt-

(3.17)

dXk+(t) = J)22 X +(t)dt + I+jX,(t)dt + -I+2 Zidt + I(~dW(t).

(3.18)

D'apre's (3.4), K+ 54 0, et on a N'galit$ suivante:

-Zjdt I 4 ~ (adj+(t) - B+,t+j(t)dt - !312k+(t)dt - Is' Md(t)) . (1.19)
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En portant (3.19) dans PNiuation (3.18), on obtient

dXk2+ 1 2 B2f2(t)d

+ (B12 - K2 B+) Xj+(t)dt + K2dfCt(t).

On note i~=-B 22 + '+ 2-Les r~sultats du lemme 3.3 impliquent: /> 0,
pour e suffisamment petit.

X+(t) -K/(a~+(1 2 ~B+) eC0("~)k (s)ds

+ rf e-0('-')dk+(s). (3.20)

Uzkpr~s (3.15), il suffit de s'int~resser au troisi~me terme. Par intigration
par parties, on obtient:

t c 0 ( ')dk (s) = X j(t) - le 6

On d~duit donc, de la majoration (3.15) I'existence de c > 0 et C > 0 tels
que

IirnsupE (exp csup14t2 ) < C.

0

1,es resultats que nous avons dimontr~s dans cc paragraphe pour le filtre
de Kalman-lBucy (EN..) s'adaptent sans probI~me au filtre (FIC).

Rernarque 3.5 Les 6quations (3.16) et (3.20) mettent en vidence que le fil-
tre Xj(t) correspondant la composante X, (t) a une "m6moire " d~croissante
quand e tend vers z~ro contrairement . celui de ]a coinposante X2(t) non "di-
recteinent" observ6e. Par la suite, les filtres Kairnan-Bucy (EN..) et (FA'+)
n'6tant utilis~s que pour construire un filtre approch6 pour .X'(t), la con-
dition initiale du filtre est sans importance. Ceci justifle le choix d'uine )0i
initiale avec variance conditionnelle stationnaire.

11H- 17



4 Detection des passages 'a z*ro de X1 (t)

On s'int~resse premierernent aux 6carts Ih1(X1(t)) - I) X(01~ et
Ih1 (AT,(t)) - Hi'Xij(t)I,

Proposition 4.1 VO > 0, Va E (0 ), V-y E (2a, 1), VA E (0. 1), ii existe
k > 0, -o > 0 tel que *e E (0,eo6j1,

(I (sup Ihi (XI (t)) - H- f (i) I > Oc})- ck/ey 2 0,

P su jh,(X,(t)) - H+,kj+(t)l > CC < ktf2

Remnarque 4.2 Ia dur6e El avec /I E (0, 1) repr~sente le temps necessaire
pour que !a cliffrence initiale W'est plus d'influence.

Preuve Les deux majorations se d~montrant de fa~on sirnilaire, on con-
sid~re uniquement la seconde. D'apr~s la formule d'1t6-Tanaka [5], on a:

1dhi(XIit)) =h;(x,(t))dx 1 (t) + ± H - Iif-)dL0(X,).

* hest la d6riv~e gauche de hl.

h;,(x) = fIx 1<o} + I1i+I(X'>o),

* Le processus f11L'; t > 01 est le temps local de ]a scrni-rnartingale X1.

D'autre part,

dI+,k+(t) = B.+t~tHB,)+td

+ IHjK Ki[dYt - !Ij(t)dt],



On pose Zt hi(X1 (t)) - H'.Xt(t). On obtient

Zt = e -!Atzo + J et)od

+0 je (t)o 1 dV1(s) + oaz2dV2(s))

+AJ' e1AC"('t)dW.

+ H+ -) fo(4.1)

a vec

*A -H+K+ > 0,

WSt h h(XI (t)) [b, I (X(t)) + B12X 2 (t)J - Hj+Bj~Xj(t) - H+jB 12X ).

On consid~re les termes de droite de I'galit6 (4.1) s~par6ment.

sup eIe+At ZOI :5cp tZoI.
Cem.71

Vu que Zo est d~terministe, pour esufisament petit, on a

exp{~ Vol < ,

En utilisant le leinme 3.3, on traite les autres termnes par un raisonnement
similaire celui de la d~monstration dc la proposition 3.1 chapitre I, et on
obtient le r6sultat demand6.

0

Soit c,, > cb, > 0, 0 < o < 2 et0<I < I choisis, on introduit les temps
d'arrkts su,"ants:

7'= 0.

7-= in f ft > rb-1 t.q. jfC'(t)J cs') A T, k > 0,

=. inf It > r t.q. lX'(t)l ! cbe')AT k>O.
On d~finit lcs 6v~nements:

Ai k A,(-", rk") = X1 (t) > 0; -rk t < 'r,

{h X1 (t) < 0; 7k~ kI 7
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Thior~me 4.3 Va E 10, 1, V-y E (2a, 1), il existe co > 0, c > 0 tels que
Ye E (0, co], Vk E IN*,

P ((Ak. U A k )c) <eco 2

Preuve 11 existe 0 > 0 tel que

(Ak. IU AtJC c suD 1h(X 1(t)) - Hj Xj+(t',J> c

Le r6sultat d~coule alors de la :,roposition 4.1.
0
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5 Le test de la, variation quadratique
Nous -upposons que I'Iypothi~se (HD 1): IHjf 0 IHii est v6rifi6e. On

represente par fi" avec b > 0 et 0 <pa < 1, ]a dur&~e minirnale d'un intervalle
de monotonie jrk, Tk~] pour qu'une d~cision puisse &tre prise avec une proba-
bilit6 d'erreur donn~e. Les valeurs de b et p sont i determiner en fonction
de cette probabilit6 d'erreur.

Soit "I = [6"'J + 1. Pour k E IN', j = 0,... ,m, on introduit les
notations suivantes:

=j k r+ je

(Y(,r+ 1 ) - Y(-r)

= h 1I+ h(XI (s)) ds,

=7 W(T1 +1 ) - W(T,).

On note que =~ Sk + 7k

Rernarque 5.1 =~v) e.

On pose

Zk = M-2
Zk~ Z (-k1 -!k) 2

b j0.j pair Y+

Sur Aknfr{4--k, > &41 :

i n-2
6r" Z (c, + 3

=Oj pair

avec

k

IC T

+ -

'13 k/I+ B X,(ti)+ B + X 2()) du ds.
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On note que le vectetir al~atoire ork suit une loi normale, N(O, 2,-(l + 11'")
avec =(fHfl2 ('l +a,2) et que la sous suite fa ,j pazr} est, tne sous suite
de variables al6atoires . valeurs dans IR, ind~pendantes et identiquement
distribu6es.

Qutand c --+ 0, montrons les convergences suivantes en probabilit6:

Sur Ak-nfl{46 rZ> be, :

Zk I. + rp2

Su k

Zk I + r 2
3 +*

Ainsi stir {,rk -,, > &1, }, sous l'hypoth~se (HD1) ,il sera possible de choisir
le signe de X, (t) pour rk" < t < -r. aui vu de Zk .

Lemnme 5.2 Sod b >0, pE (0, 1), VO > 0, t1 ezzste co > 0 etc c> 0 tels que
Ve E (0,,eoJ, Vk E VN,

P ({!Zk - (1 + I+ 2 9} n AI fl n{r~ -4'k > bell)

avecfl A (I - 1) 0

Preuve La d6monstration est simflaire ,t celic du lermne '1.1 chapitre I (voir
6galerncnt [11 [lernn I.11).

Construisons le test de la variation quadratique:

On suppose quc (H+j ) 2 > (HI-)'. On d~firjit les e'v6nerncnts tests suivants:

Qk K

Q = Q e(T Xh= (+f~)
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Th~or~me 5.3 Soit b > 0, E (0, 1), a E [0,4) et 7E (2i, 1), il existe
co > 0 et c > 0 tls quc Wc E (0,e-O], Vk E iN',

P (A ( k" rln Q+j n {rkl - rka > bE") e-/e

avec 13= A (1 -,u) A (-y - 2a).

Preuve

U A k nlQ nflT- Th& >

Donc, d'apr~s le th6or~rme 4.3 et le lemine 5.2, on (leduit le r~sultat.
0
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6 Construction du filtre approche"

On s'inspire du cas c = 0 pour construire tin filtre approch6 du filtre
optimal. Notre but est d'obtenir des r~sultats asymptotiques. On d~finit le
processus {.X1(t); 0 !5 t < T} de la mani~re suivante:

00

k= I

X, (0) = X01 - (6.1)

On note que le filtre propos6 est non adapt6 et discontinu.

Remarque 6.1 Si t E [-kark'] jX1l+(t)j > Cf,6.

Remarque 6.2 Stur t E 14- 1) rk, X, (t) est proche de z6ro avec uine proba-
bilit6 proche de I pour - petit. On l'estime donc par zero.

D'autre part, stir [r?Tk e~, 1  s proche de ca cc' avec tin proba-
bilit6 proche de 1 quand e est petit. Nous I'approchons 6galement par z6ro.

En utilisant la remarque 2.2, on pose

X 2(t) = X 2 (t) + K0 (t)X1 (t, (6.2)

avec K0 (t) donn6 en (2.4) et le processus {XC2 (t); t > 0} d~fini par

d;2()= [B22 -KO(t)BI2 XC2(t) + 62i(1(,())

- K0 (t)b1, (X1 (t)) - ko(t)X i(t),

C2 (0) =X 02 - (6.3)

Montrons que lorsque e tend vers z&o. 1Perreur d'estimation tend vers
l'crreur de filtrage correspondante au cas e = 0.

Nous, rappelons que les valeurs a et p interviennent respectivement dans
le test de d~tection des passages i z6ro de Xt(t) et le test de la variation
quadratique et sont d6terminer pouir tine probabilit6 d'erretir donn6e.
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Th~or~me 6.3 Soil a E [0, a E (0, 1), VT > v-, ii existe 60 > 0, c> 0

E1X,(t) -X 1 (t)J2 < cc2((6.4)

E JFX2(t) -M20(t)j
2  CcrAll), (6.5)

EJFC2t) - X2(t)j EI(t - (j2 +CcAP (6;6)

Preuve Int6ressons nous premi~rernent.ila diff~rence x1(t) - X1 ().

EIX 1(t) -1()1

K 4 E ITa, b I ( t) 1{Ib,6- -T > I }Q kI(t) _ X1 (t) 12]

+ 4E[rw l[,iG-.bJ (t) 1 {,b_... I 4QA; Ix+(t) _ XI(t)12]

I +E[ lrlb t){b.<p It) ]

+ 4 E [ II7 XtrtII 1 . t (6.7

1ier~ teme

k~~~~l1 f12]1 I t)1

1ke tere

+E[ lr bJ(tl{-r G>6C~.)1lk X,(t A(1) 1]

E [F [,,., El~k (t) - X1 (t)~ 12
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I~~ hI(X- IZA~IJ(t))f2

avec 83 A (I - /4) A (-Y 2a),. 2*a <- < -, d'apr~s le th~or~me 5.3 et la

finitude des moments de tout ordre de X, (t) et Xj-Q(), pour f E [0, TI.
D'autre part, soit 0 > 0, en titilisant la proposition 4.1, on obtient:

E [1~~~) Z1~ 1S$)~ L~~t -h(XI ())12]

+ = P lut IH-ik-(t) -1 X()j hi1/

sup[I~xt -HX-t - 1 Xt)~ thX't >PI

< 92".2* + ce-C,2,

2 k me ternie: Par un m~me raisonnent, on montre quc

E[Z fIt1 1~as~)Q 00j(t 1 x12] Co~22 +

3 i~me terrne: D'apr~s la proposition 4.1, il sufit de majorer

Or, sur I'6v~nement {sup,,.r. IfI)Xt(i.) - h,(X 3(l))I' < Peal on a:

'X(I elkt(t I + tiV,'t E ,lI
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D'Al 0TI
E 1(aXbIt1 ~ flt (-z t)jOe

2~k [Ik SpeT X I

+ c+ [ ft

X(t)t- :) :ae + -& (ts)/(X.)ds

K+ K a e' t'-4dW., t E [-k- -rJ.

En traitant s~par6ment les termes de droite 4e cette expression, on montre
que pour suffisament petit,

I(t) 12] 2a~

4 i me terme: D'apr~s la proposition 4.1, ii suffit de s'int6resser i

E I ),k- 01 (SUPICIT III+ (t))jeec,

Vu que stir N'6nicment {supfIPTj IHi~Xi'(t) -hj( Xi(t))I < 61

on a

E j, I I-,(I()15c)X()2<Ca

Ainsi, la premibre inajoration (6.4) duth'or~me est d~montr~e.

La seconde s'obtient par un raisonnement similaire en utilisant 1'in6galit6

M2( ) M(0)1 < 1- 2(t) - M(0) + JK0(t)JJ 1(t) - XI(t)l.

Enfin, par la remarquc 2.3 et (6.5), on citablit ]a majoration (6.6).
0
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7 Conclusion

I Dans ce chapitre, nous avons e'tudi6 un probl~me particulier du filtrage

Iine'aire par morceaux dans le cas oii l'erreur de filtrage n'est pas asymp-I totiquornont nulle lorsque le bruit d'observation tend vers z~ro. La par-
ticularit6 do ce systbme- reide notamment dans-le fait quo sa non lin~arMtI depend uniquement de X, (t) qui sous Thypoth' e do d~tectabiliti" (HD 1):
IH- 10 # H' 1, peut 6tre estime'e pr~cisement. Uzi filtre approch6 a 6t propos6
sur un intervalle de temps [0, T)., On a montr6 que 1'erreur d'approximation
do la composante X1 (t) 6tait asympto.tiquement nulle et quo cello do X 2 (t)
6tait asyruptotiquoment optimalo au Sons ou', lorsque c --+ 0, ellk tondait vors
l'errour do filtrage Au ,processus f{Xj(t) ; t > 0) observ6 par {XI (t); t > 0)

Ces r~sultats pouvent facilement s'6tendre . un systbme multidimejisionel
avec dimX =, n-> dim Y = d, sous, Phypothe'se ker H.. = ker -H+ C A., oii
A,,~ est l'hyperplan s~parateur do l'espace WR.

La g~n6ralisation au cas oti la partition do 1W est composee do I polybdres,
I > 2, nWest possible quo 'si los composantes correspondantos; aux directions
do d~coupage sont "directemont" mesure'es. Doric, le nombre do directions
do d~coupage distinctes doit 6tre inferiour ou 6gal d.

D'autre part, 'ii serait int~ressant do consid6ror des mbd-os; avec petits
bruits do dynamique et c'observation sur certaines composantes du processus
d'6tat. On romarque par exomple, que lorsque l'hypoth~so (H4) neost pas
v~rifk~e (cf. [9]) i.e. lorsque la dynarnique do la composanto mesur~e n'est
pas bruit~e, los filtres do Kairnan-Bucy (FK...) ot (P14) sont . "m~moires
courtes". Cetto situation s'apparonto t ceIle trait~e dans lo chapitre 1. On
pout determiner sous deux types "d'hypotlieses do d~tectAbilit6", (HD 1) ou
(11D2), des intervalles do Iin6arit6 do la fonction h par des tests statistiques.
Sur chacun do cos intervalles, la condition initiale do la loi conditionnelle
e6tant sans importance, le filtre do Kalman-Bucy correspondant fournit une
"bonne" approximation du filtre optimal.

Le me typo d'&tude pout 6tre envisag~e pour une fonction d'obsorvation
injective par morceaux par rapport . la composanto "directement" mesur6e
en exploitant los travaux do W.H. Fleming et E. Pardoux [2].

111-2f



Bibliographie

([11 W.. -Fleming, D. Ji, E. Pardoux ': Piecewise linear filterifig'with small
observation noise, in Analysis and Optiml'ation of Systemhs, Lecture
Note in Cont. and Info. Sci. 111, Springer, 725-729, 1988.

[2] W.H. Fleming, E. Pardoux : PieceWise rhonotbne filtering With small
,observation noise, Siam; J: Control'Optim. 20,'261.285, 1989'.

[3] U. Haussmann, E. Pardoux : A conditionnally almost linear filtering
problem with non Gaussian initial cndition, Stochastics, 23, 241-275,
1988.

[4] A.H. Haddad Linear filtering of singularly perturbed systems, IEEE
Transactions on Automatic Control, AC-21, 515-519, 1976.

[5] 1. Karatzas, S.E. Shreve : Brcwrnian Motion and Stochastic Calculus,
Springer-Verlag, 1988.

[6] A.J. Krener : The asymptotic approximation of non linear filters by
linear filters, in Proc. 7th MTNS Symposium, Stockholm, 1985.

[7] H. Kwakernaak, R. Sivan : The Maximally achievable accuracy of Ii-
near optimal regulators and linear optimal filters, IEEE Transactions
on Automatic Control, AC-16, 79-86, 1972.

[8! R.CH. Liptzer, A.N. Shyriaev Statistics of Random Processes Vol.1-I,
Springer-Verlag, 1977.

[9] P. Milheiro de Oliveira Etudes asymptotiques en filtrage non lin6aire
avec petit bruit dobservation, Th6se, Universit6 de Provence, septembre A
1990. A

11129

2I



[101 P.J. Moylan A note on Kalma-Bucy filters with zero measurement
noise, IEEE Trans. Inform. Th. 19, 263-264, 1974.

[11] J. Picard : Efficiency of the extended Kalman filter for non linear sys-

tems with small noise, Rapport INRIA , N1068, 1989.

[12] S.S. Sachs : Asymptotic analysis of linear filtering problems, M.S. The-
sis, Departement of Systems Engineering, Case Western Reserve Uni-
versity, Cleveland, Ohio, June 1980.

[13] W.Murray Wonham-• Linear Multivariable Control: a Geometric Ap-J proach, Springer-Verlag, 1979.

[14] I. Yaesh, B.Z. Bobrovsky, Z. Schuss : Asymptotic analysis of the opti-
mal filtering problem for two dimensional diffusions measured in a low
noise channel, SIAM Journal of AppL Math., Vol.50, N4, pp. 1134-1155,
1990.

111-30
4 t

ln'sprimi en France

Si'nscitut National dle Recherche en Informatique cc en Automatique,



Risume[3asctet~e osetdosds r~ e eflrg iear a
moIaxae ei ri osraio.E xliatPyoh'edugran rapor sinalsurbrui etla in~it6locle ds sst~es onsde'e's

Das cette ites no~un s e rb~ eflrg lin6airepa
morceauxime avec: petit bruit d'observationpoiatlh ohsedn

4 grand rapport s~inlsre bprioec i6 &ilcl e ys~e osdrs
nous proosRns, o rtdvainhphsela e detblt" e ite os

optiiaux f cilmn alculabfienls costrucsha dedtsssaistiques.Nu

II


